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1. INTRODUCCIÓN 

El empleo de técnicas computacionales, conjuntamente con métodos numéricos, 

es cada vez más frecuente en la solución de problemas en ingeniería. La 

facilidad de disponer de computadoras personales, con cada vez mayor 

capacidad a menores precios, ha hecho que estos instrumentos dejen de ser 

una opción aplicable solamente a casos especiales, para convertirse en una 

herramienta de uso casi cotidiano. 

En este momento, y cada vez más en el futuro, los ingenieros deberán 

ser capaces de incorporar a su práctica profesional el uso de técnicas 

computacionales. No obstante, su empleo óptimo no requiere solamente del 

conocimiento de lenguajes de computación, sino también de técnicas 

especiales, que facilitarán el plantear soluciones de una manera más 

inteligente, haciendo uso de procedimientos lógicos y matemáticos 

(algoritmos) más adecuados. 

La mayor parte de los fenómenos que estudia la ingeniería, y en particular la 

hidráulica, se representan por medio de modelos matemáticos, esto es por 

ecuaciones: algebraicas, diferenciales ordinarias o parciales, sistemas de 

ecuaciones, etc. 

En numerosas ocasiones, estas ecuaciones son de difícil solución con métodos 

analíticos, o bien éstas no se conocen. En condiciones así, se pueden emplear 

métodos numéricos de análisis. 

Las presentes notas han sido elaboradas como una introducción a los métodos 

numéricos aplicados a la ingeniería hidráulica, se ha intentado establecer 

un equilibrio entre la presentación de los métodos y sus aplicaciones. 

Una vez mostrados los fundamentos de cada método numérico, se hace 

énfasis en su aplicación a ingeniería hidráulica; con la intención de que el 

lector sea capaz, en problemas de su práctica profesional cotidiana, de 

lograr aplicaciones semejantes. Para el lector interesado en profundizar en 
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algún método específico, al final de las notas se incluye bibliografía. 

Dada su naturaleza didáctica, los algoritmos mostrados se han simplificado, 

de manera que puedan comprenderse con mayor facilidad, aunque necesariamente 

se sacrifica generalidad. Se incluyen algunos programas que también han sido 

diseñados para una sencilla comprensión y que por lo tanto, en su mayoría, no 

son de uso general, sino específicos para ilustrar la aplicación de algún 

método o algoritmo. 

Dentro del amplio campo de los métodos numéricos, se han tocado solamente los 

de mayor importancia. En el capítulo 2 se discute el problema de la solución 

numérica de ecuaciones algebraicas en una variable. En el capítulo 3 se 

presentan métodos de solución de sistemas de ecuaciones lineales. El 

capítulo 4 se dedica a la solución numérica de ecuaciones diferenciales 

ordinarias. En el capítulo 5 se presentan los métodos de diferencias 

finitas, de las características y una introducción al del elemento finito, 

todos ellos para la solución de ecuaciones diferenciales parciales. 
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2. SOLUCIÓN DE ECUACIONES ALGEBRAICAS EN UNA VARIABLE 

2.1. Introducción 

En hidráulica ocurre en ocasiones que, después del desarrollo algebraico de 

un problema, se obtiene una ecuación en la que la variable dependiente no se 

puede despejar. 

Ejemplo 2.1' 

Se desea calcular el t irante en un escalón en un canal, por medio de la 

aplicación de la ecuación de la energía especifica. Se tiene un flujo como 

el que se indica en la figura 2.1, del que se conoce el gasto (Q=.5 m / s ) y 

el t i rante en la sección 1 (y = 0.15 m), aguas arr iba del escalón, y se 

desea conocer el correspondiente t irante sobre el escalón, en la sección 2. 

La altura del escalón es de .05 m y el ancho del canal, de sección 

rectangular, de 1.5 m. 

Aplicando el principio de conservación de la energía entre ambas secciones, 

se obtiene: 

E = E + Az (2.1) 
i 2 

donde E y E son las energías específicas en la secciones 1 y 2, y Az es la 

altura del escalón. 

La energía específica se define como 

V2 

E = y + - r - (2.2) 
2g 

Aplicando el principio de continuidad, y definiendo el gasto unitario 

como 
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Q 
q = (2.31 

donde b es el ancho del canal, la energía específica para un canal de sección 

rectangular se puede expresar de la siguiente manera 

E = y + (2.4) 
2gy 

Con esta ecuación, conocido el t irante en cualquier sección, se calcular la 

correspondiente energía específica. 

Escribiendo la ecuación 2.4 en lugar de E en la ecuación 2.1, se obtiene 

E = y + 
1 J 2 

+ Az (2.5) 

2gy' 

Haciendo operaciones y agrupando se obtiene finalmente 

A + [Az - Ei> y ¡ + 27 = o (2.6) 

La solución de la ecuación anterior proporciona el t i rante y buscado. Se 

conocen Az y q, y E se puede calcular, dado y , por medio de la ecuación 

2.4. 

9 

y.= O.iS m 
Q 

" ^ e = — 
Figura 2.1. Flujo sobre un escalón en un canal. 

I A Z 

1 ^P 
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ED casos como éste, el método mas evidente, pero que también puede resultar 

ineficiente, consiste en asignar valores a la variable mediante tanteos, 

hasta que se satisfaga la igualdad a cero en la ecuación 

Por otra parte, el problema de resolver una ecuación en una sola variable, 

cuando ésta es implícita, ha sido atacado desde hace mucho tiempo, y existen 

diversos métodos numéricos de solución. 

El problema puede plantearse sencillamente, en su forma general, de la 

siguiente manera. Dada una función de la forma 

f (x) = 0 (2.7) 

encontrar los valores x , x , x , ,x que la satisfacen 
i 2 3 n ^ 

Estos valores se denominan raíces de la ecuación, y en la figura 2.2 se 

muestra una interpretación geométrica. 

El numero de raíces (multiplicidad) que posee una ecuación depende de la 

propia ecuación, pudiendo incluso ser infinito, ta l es el caso de funciones 

periódicas como f(x) = sen x = 0, que tiene por raíces x = 0, II, 271, 311,... 

A continución se procede a presentar algunos de los métodos más usuales para 

la solución de este problema. 

2.2. Método de bisección 

Considérese el problema de encontrar una raíz de una ecuación con la forma 

mostrada en la figura 2.3.a. 

Supóngase que se eligen dos valores de x; denominados "a " y "b ", a ambos 

lados de la raíz , es decir, que f(a ) f(b )< 0, y se toma el promedio de 

ellos P = (a +b )/2. i o o 



En general, el promedio estará más cercano a la raíz que a y que b , aunque 

casi nunca será, de primer intento, su valor exacto. Estando P más cerca 

de la raíz, puede sustituir a cualquiera de los valores de a o b , y de esta 

manera cerrar aún más el intervalo en el que se encuentra la solución. 

En la figura 2.3.a, si f(P ) > 0, entonces "b" será sustituida por "P "; 

y si f(P ) < 0 entonces "a" será sustituida por "P ". El nuevo intervalo se 

muestra en la figura 2.3.b. En general, si P = (a + b )/2, el 
k k - l k - I 

intervalo será: 

k v 

(P ,b ) si f(P )f(a ) > 0 
k k - l k k - l 

(a ,P ) si f(P )f(a ) < 0 
k - l k k k ~ l 

El siguiente promedio, P , del nuevo intervalo, se acerca mucho más a la 
k 

raíz, como puede observarse. 

* f i x ) 

Figura 2.2. Rafees x , x , x , x de una función f(x) 
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Si se efectúan los pasos anteriores repetidamente, los valores de los 

promedios P se acercarán paulatinamente a la raíz y, con un cierto número de 

iteraciones, se encontrará un valor suficientemente cercano al exacto. En 

la práctica' no se pueden obtener valores de f(x) exactamente iguales a 

cero, por lo que se acostumbra aceptar como solución un valor de la 

función con una cierta tolerancia. Es decir, que se acepta que la raíz 

ocurre cuando: 

| f ix) | < T 

donde T es un número pequeño, por ejemplo 0.00001. 

El procedimiento descrito se puede organizar de manera sencilla como se 

muestra a continuación. 

ALGORITMO DEL MÉTODO DE BISECCIÓN. 

1. Proponga dos valores de x, que se denominarán a y b, tales que 

f(a)f(b) < 0. Defina una tolerancia T. 

2. Calcule el promedio P = (a+b)/2 

3. Si j f(P) | < T entonces vaya al paso 5, en caso contrario continúe. 

4. Si f(a)f{P) > 0 haga a = P 

Si f(a)f(P) < 0 haga b = P 

Regrese al paso 2. 

5. La raíz buscada es P. El proceso termina. 

Una vez planteado el algoritmo, es relativamente sencillo escribir un 

programa para computadora. El propio algoritmo es casi un diagrama de 

bloques. 
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En la figura 2.4 se presenta un diagrama de flujo para el método de 

bisección. En éste, en lugar de escribir en cada línea donde se requiere la 

función f(x), se utilizó la posibilidad que tiene el usuario de definir una 

función. El ' empleo de la instrucción DEF FNF, para un programa escrito en 

lenguaje Basic, permite además una mayor flexibilidad en el uso del 

programa, dado que bastará cambiar la función en esta línea para que se pueda 

resolver un problema diferente. 

En la figura 2.5 se presenta el listado del programa para el método de 

bisección, escrito en Basic, con comentarios suficientes para su uso. 

. . f (K ) 

. f (X > ' ' 

o, i / i b) 

/ Pi 

Figura 2.3. Representación gráfica de una iteración del método de bisección 
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6 ; P 

" ™ V ' • NO 

L LEE DATOS 
A .B .T 

DEFINE FUNCIÓN 
DEF F N F t X ) r 

SI 

£TT>J 

* 
P r R A I Z 

Figura 2.4. Diagrama de flujo para el método de bisección 

Para el caso del ejemplo 2.1, se tienen los siguientes datos: Q 

b = 1.5 m, y = 0.15 m Az = 0.10 m 

Con estos datos, el gasto unitario vale 

q = Q / b = 0.5 / 1.5 = 0.3333 mVs 



y, por la ecuación 2.4, la energía específica en la sección 1 es 

0 .333 2 

E = 0.15 + = 0.402 
1 19.62(.15)Z 

sustituyendo estos valores en la ecuación 2.5, y haciendo operaciones se 

obtiene finalmente: 

y3 - .352 y2 + .00566 = 0 (2.6) 

una de cuyas soluciones es el t irante buscado. 

Para i lustrar el funcionamiento del método de bisección, se procederá a 

operar el algoritmo inicialmente sin auxilio del programa. 

En primer término, es necesario establecer un intervalo dentro del cual se 

encuentre la solución. 

El t irante en la sección 1, aguas arriba del escalón, es supercrítico, por lo 

que el t i rante sobre el escalón lo será también. 

El t irante crítico, siendo el canal de sección rectangular, es 

3 / q 
y = V = 0.224 m 

c g 

Entonces, el t irante buscado estará en el intervalo 

0.15 < y < 0.224 

por lo que se puede escoger a = 0.16, b = 0.224. 

En la tabla 2.1 se resumen los cálculos efectuados con el método de 
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bisección. Si se considera aceptable uitffr to lerancia de 0 .0001, con el t e r c e r 

cálculo se obtendr ía la solución: y = 0.184. 

ITERACIÓN Z b p f ( p ) 
k k * k *k 

1 0.16 0.224 0.192 - . 0002382 

2 0.16 0.192 0.176 0 .0002082 

3 0.176 0.192 0.184 - . 0000278 

Tabla 2.1. Ejemplo del método de bisección. 

Uti l izando el p rograma se sigue ta secuencia: 

1. Antes de e jecutar el p rograma se escribe en la línea 140 ia función f(x), 

a la que se busca r a í z en el intervalo a, b. 

2. El p rograma pide da tos al usuario: 

INTRODUZCA INTERVALO DE BÚSQUEDA 

VALOR MÍNIMO DE BÚSQUEDA? 0.16 

VALOR MAXIMO DE BÚSQUEDA? 0.224 

TOLERANCIA ? 0 .0001 

3. Se inicia el proceso de cálculo e, ins tantes después, el p rograma informa 

del r esu l tado . En e s te caso 

*** SE ENCONTRÓ SOLUCIÓN • • • 

LA RAÍZ ES: 

X = 0.184 

Como en el método de bisección, si se cumple la r es t r icc ión de que f(a) y 

f(b) sean de signos con t ra r ios , el método es s iempre convergente, es decir 

que se aproxima s iempre a la solución. 

Un método de búsqueda de ra íces no converge cuando se a leja, o no se 

aproxima a la solución conforme aumenta el número de i te raciones . 
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La convergencia es una caractenstiA* importante del método de bisección, sin 

embargo, es comparativamente lento; es decir, que se obtiene la solución con 

un numero mayor de iteraciones que con los métodos de orden superior, como 

se verá después 

5 CLS 
10 REM *PROGRAMA PARA SOLUCIÓN DE ECUACIONES ALGEBRAICAS* 
20 REM MÉTODO DE BISECCIÓN 
30 REM 
40 CLEAR: PRINT " MÉTODO DE BISECCIÓN " 
50 PRINT "ECUACIÓN A RESOLVER SE ANOTA EN LA LINEA 140" 
60 REM 
70 REM SE PIDEN DATOS — 
80 REM 
90 PRINT "VALOR MÍNIMO DE BÚSQUEDA"; : INPUT A 
100 PRINT "VALOR MAXIMO DE BÚSQUEDA"; : INPUT B 
110 PRINT "TOLERANCIA "; : INPUT T 
12 0 REM 
130 REM SE DEFINE ECUACIÓN A RESOLVER 
140 DEF FNF(X)=X"3-.352*X"2+.00566 
150 REM 
160 REM SE INICIA CALCULO 
170 P=(A+B)/2 
180 IF ABS(FNF(P))<T THEN GOTO 230 
190 S=FNF(A)*FNF(P) 
200 IF S>0 THEN A=P ELSE B=P 
210 GOTO 170 
22 0 REM IMPRESIÓN DE RESULTADO 
230 CLS:PRINT "LA RAÍZ ES: ";P 
240 END 

Figura 2 5. Listado del programa del método de bisección 

2.3. Método de falsa posición 

El método de falsa posición, o de Regula Falsi, es similar a! de bisección, 

aunque en lugar de utilizar un promedio aritmético de ios límites del 

intervalo de búsqueda para evaluar la siguiente aproximación a la raíz, 

se emplea una relación de triángulos semejantes, con lo que se puede tomar 

en cuenta la forma de la función. 
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Considérese que se desea calcular una r a íz de una función como la que se 

mues t ra en la f igura 2.6, donde se han elegi 

y b T , t a l e s que se cumple que f (ab) f (bv) < 0. 

mues t ra en la f igura 2.6, donde se han elegido dos valores de la var iable , a^ 

El punto en que la r e c t a que une a f (a ) y f(b ) c ruza eí eje x, se denota 

como c , y es una aproximación a la r a íz . 

En la f igura se pueden definir dos t r iángulos; el mayor con vér t ices en 

f(a ), d y f(b ); y el menor con vér t ices en c , b y f (b ). Estos 

t r iángulos son semejantes , de manera que se puede escr ib i r la relación: 

f ( b ) f ( b ) - f ( a . ) 
k k k 

b - c b - a 
k k k k 

y despejando el valor de c , se obtiene: 

(2.7) 

f ( b ) ( b - a ) 
k k k 

c = b - - , . , r< T (2-8) 
k k f ( b . ) - f ( a . ) 

Calculado c , se sigue un procedimiento i t e ra t ivo s imilar al del método de 
k 

bisección, es d ec i r , se c i e r ra el intervalo de búsqueda paula t inamente , 

cuidando conservar la condición de que f(a ) f |b ] < 0. 
M k k 

Si f(c ) es negativa, entonces a se sus t i tuye por c , en caso con t ra r io es 

b la que adopta el valor de c p a r a cont inuar el proceso. 

ALGORITMO DEL MÉTODO DE FALSA POSICIÓN. 

1. Proponga dos valores de x, que se denominarán a y b , t a l e s que 

f(a)f(b) < 0. 

Defina una to le ranc ia T. 
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2. Calcule f(a) y f(b) 

calcule c con la ecuación 2.8. 

4. Calcule f(c) 

5. Si | f(c)¡ < T vaya al paso 7 

Si | f (c) | > T continúe 

6. Si f(c)f(a) > 0 haga a = c 

Si f(c)f(a) < 0 haga b = c 

Regrese al paso 3 

7. La raíz buscada es c 

f (X) 

f í í>k-|) t 

fían-i» 

i— . i -

1*. ^T^ 
C ( t - < l k - | 

-+S 

- 1 

bt.,-cu 

H-

f (b,-,) 

i r 

fta,-,) 

f(b)+lf(o) 

T 

b k - | - ° l - l 

Figura 2.6. Representación gráfica del método de falsa posición 
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Para i l u s t r a r la aplicación de e s te método, se u t i l i za rá una vez más el 

ejemplo 2.1. 

La ecuación' a resolver es la 2.6 

y 3 - 0 .352 y 3 + .00566 = 0 (2.6) 
2 J 2 

y los valores iniciales de cálculo, como se obtuvo an ter iormente , son 

a = 0.16 y b = 0.224 

En la t ab l a 2 .2 se resumen los cálculos efectuados. Si se acepta una 

to le ranc ia de 0 .0001, en la segunda i teración se habrá encontrado la r a íz 

y = 0.1842 

ITERACIÓN a b c f íe) 

1 0.16 0.224 0.1946 - . 000229 

2 0.16 0.1916 0.1842 - . 0000325 

Tabla 2.2. Ejemplo del método de fa lsa posición 

El a lgori tmo de f a l sa posición es también de sencilla programación. En la 

f igura 2.7 se p resen ta un d iagrama de flujo, y en la 2.8 el corr respondiente 

l i s tado. Como pa ra el método de bisección se ha u t i l izado definición de 

función por el usuar io . Una corr ida t ípica s e r ia como sigue: 

PROGRAMA MÉTODO DE FALSA POSICIÓN 

FUNCIÓN EN LINEA 130 

INTERVALO DE BÚSQUEDA 
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VALOR MÍNIMO DE BÚSQUEDA ? 

0.16 

VALOR MAXIMO DE BÚSQUEDA ? 

0.224 

TOLERANCIA ? 

0.0001 

Se realizan cálculos: 

SE ENCONTRÓ RAÍZ 

X = 0.184188 

El método de falsa posición, al igual que el de bisección, es convergente 

siempre que se cumpla la condición de que f(a) f(b)<0. Su velocidad de 

convergencia es similar a la del método de bisección. 

2.4. Método de Newton-Raphson 

Un método muy conocido de solución de ecuaciones en una variable es el de 

Newton-Raphson, en el que se utiliza la interpretación geométrica de la 

derivada de una función. 

Considérese la función que se muestra en la figura 2.9.a; en la que se ha 

propuesto un valor x, para la raíz. En términos generales esta primera 

elección no será la solución, es decir que en x, la función tendrá un valor 

f(x ) diferente de cero. En este punto (x , f(x )), I a derivada, que 

define la pendiente de la función, valdrá f'(x ), y la recta tangente a la 

función que pasa por este punto cruzará el eje X en el punto x 
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JB=C { -Mo 

LEE DATOS 1 
A . 8 . T 

DEFINE FUNCIÓN: 

F N F ( X ) = 

A l = FNF |A ) 

A 2 = F N F ( B ) 

CALCULE C 

ECUACIÓN 2 . 8 

Figura 2.7. Diagrama de flujo del método de falsa posición 
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5 CLS 
10 CLS¡PRINT " PROGRAMA FALSA POSICIÓN " 
20 PRINT "********************":BEEP 
30 PRINT "FUNCIÓN EN LINEA 130 " 
40 REM SE PIDEN DATOS 
50 PRINT :PRINT "INTERVALO DE BÚSQUEDA" 
60 PRINT "VALOR MÍNIMO DE BÚSQUEDA";:INPUT A 
70 PRINT "VALOR MAXIMO DE BÚSQUEDA ";:INPUT B 
80 PRINT "TOLERANCIA";:INPUT T 
90 CLS 
100 REM 
110 REM EN LA LINEA SIGUIENTE DEFINICIÓN DE FUNCIÓN * 
120 DEF FNF (X)=X"3-.352*X"2+.00566 
130 Al= FNF(A):B1=FNF(B) 
140 C=B-{B1*(B-A))/(Bl-Al) 
150 C1=FNF(C) 
160 IF ABS(C1)<T THEN GOTO 190 
170 IF A1*C1>0 THEN A=C ELSE B=C 
180 GOTO 13 0 
190 CLS:PRINT "**********************" 
200 PRINT "LA SOLUCIÓN ES : ";C 
210 PRINT "**********************" 
220 END 

Figura 2.8. Programa del método de falsa posición 
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Los vértices x , x y f(x ) forman un triángulo, y la tangente del ángulo 
k + l k k 

a indicado en la figura vale 

f(x ) 
k 

tan a = (2.9) 
x - x 

k k * l 

y como tan a = f'(x ); se puede escribir 

f(x ) 
k 

- = f'(x ) (2.10) 
X - X k 

k k * l 

Despejando a x se obtiene 

f(x ) 
k 

X k * l \ f ' Í X ) 
k 

(2.11) 

k - » l 
Si en la siguiente iteración se sustituye el valor de x , por el de x 

calculado, el valor de la función se aproximará más a cero, como se observa 

en la figura 2.9.b, y con un número suficiente de repeticiones de este 

procedimiento se obtendrá la solución, dada' una tolerancia. 

El algoritmo del método de Newton-Raphson, puesto en forma de diagrama de 

bloques, se muestra en la figura 2.10. 

Debe observarse que en este método, sólo se requiere un valor inicial para 

comenzar el cálculo. 

Para ilustrar la aplicación de este método, considérese el siguiente 

problema, típico en hidráulica de canales. 

Ejemplo 2.2. 

Calcular el t i rante normal de un canal trapecial; para un gasto de Q = 0.75 
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m / s , que tiene un ancho de plantilla b = 1.70 m, talud k 

S = 0.0001 y coeficiente de rugosidad n = 0.10. 

= 2, pendiente 

Figura 2.9. Esquematizadón de una iteración del método de Newton-Raphson 
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SOLUCIÓN: 

De la ecuación de Manning 

1 
V - R 2 / 3 S l / 2 (2.12) 

n 

donde R es el radio hidráulico y V la velocidad media del flujo. 

De la ecuación de continuidad 

0 
V = —r- (2.13.a) 

y el radio hidráulico se define como 

A 
R = - r - (2.13.b) 

donde A es el área hidráulica y P el perímetro mojado. Para un canal 

sección trapecial: 

A = (b + ky) y (2.14.a) 

P = b + 2y • 1 + k (2.14.b) 

Sustituyendo las ecuaciones 2.13 en la 2.12 y ordenando 

Q n A 

s . / 2 p 2 / 3 
0 

es decir, que la función a resolver es 

A Q n 
f(y) m = 0 (2.15) 

p 2 / 3 s l / 2 



en la cual A y P son funciones del t irante "y". Para la aplicación del método 

de Newton-Raphson se requiere obtener la derivada de la función, que en este 

caso es 

r 2 d P , r 5 d A , 

f (y ) - A * " [ - P — - ] • P - [ - A * " - ] (246, 

y ordenando 

A z / 3
 r 5 dA A dP -. 

Por otra parte, de las expresiones para el área hidráulica y perímetro mojado 

para una sección transversal trapecial resultan 

dP 
— = 2 V 1 + k2 (2.18.a) 
dy 

dA 
— = b + 2ky (2.l8.b) 
dy J 

Entonces, en la aplicación del método se utilizará la ecuación recursiva 

f (y ) 
y i + i = y i ~ f ' ( y ) 

donde f(y) se calcula con la ecuación 2.15 y f'(y) con las ecuaciones 2.17 y 

2.18. 

En la figura 2.11 se presenta un programa en lenguaje Basic para el cálculo 

del t i rante normal con el método de Newton-Raphson. 

La secuencia de ejecución del programa sería como se indica a continuación. 

PROGRAMA PARA EL CALCULO DEL TIRANTE NORMAL 

MÉTODO DE NEWTON-RAPHSON. 
«*«*•••«««««••**«**«**•********•****«*****• 
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GASTO (m 3/s) ? 

0.75 

ANCHO DE PLANTILLA (m) ? 

1.70 

TALUD ? 

2 

COEFICIENTE DE MANNING ? 

0.10 

PROPONGA UN TIRANTE (m) ? 

0-45 

PENDIENTE DEL CANAL ? 

0.001 

TOLERANCIA ? 

0 .000001 

TIRANTE NORMAL (m) 

y = 0 . 9513742 

x = x - H 

f LEE DATOS 
X . T 

CALCULE f i x ) 

T 

CALCULE f ' l x ) 

NO SI X = R A Í Z 

Figura 2.10. Diagrama de flujo p a r a el método de Newton-Raphson 



5 CLS 
10 CLS : PRINT "PROGRAMA CALCULO DEL TIRANTE NORMAL 
20 PRINT :PRINT"METOD0 DE NEWTON RAPHSON 
30 PRINT "***************#***********"• PRINT 
40 REM - ENTRADA DE DATOS -
50 PRINT "GASTO (M"3/S)";:INPUT Q 
60 PRINT '"ANCHO DE PLANTILLA (M)";:INPUT B 
70 PRINT "TALUD ";:INPUT K 
80 PRINT "COEFICIENTE DE MANNING";:INPUT N 
90 PRINT "PROPONGA UN TIRANTE ";:INPUT YO 
100 PRINT "PENDIENTE DEL CANAL";:INPUT S 
110 PRINT "TOLERANCIA ";: INPUT T 
120 REM - SE DEFINEN FUNCIONES A=AREA P= PERÍMETRO 
130 REM F= FUNCIÓN A RESOLVER :D= DERIVADA -
140 DEF FNA (X)=(B+K*X)*X 
150 DEF FNP (X)=B+2*X*SQR(1+K"2) 
160 DEF FNF (Y)=(FNA(Y)"5/FNP(Y)"2)"(l/3)-Q*N/SQR(S) 
170 DEF FND (Y)=(FNA(Y)/FNP(Y))~(2/3)*(5/3*(B+2*K*Y)) 

+2/3*(FNA(Y)/FNP(Y))*2*SQR(l+K"2) 
180 REM SE INICIA EL ALGORITMO -
190 H= FNF(Y0)/FND(Y0) 
200 IF ABS (HXT THEN GOTO 240 
210 YO =YO-H 
220 GOTO 190 
230 REM -SE ENCONTRÓ RAÍZ 
240 CLS :BEEP :PRINT "****»**********»**" 
250 PRINT "TIRANTE NORMAL (M)=",YO:PRINT"******************" 
260 END 

Figura 2.11. P rograma pa ra el cálculo del t i r an t e normal en un canal 
t rapecia l con el método de Newton-Raphson. 

El método de Newton-Raphson es mucho más rápido que los de bisección y f a l sa 

posición, sin embargo, no s iempre es convergente. 

2 .5. Método de la secante 

El método de la secante es una va r ian te del método de Newton-Raphson, út i l en 

casos en los que la derivada de la función a resolver es complicada. 

En la f igura 2.12 se p resen ta la g ráf ica de una función f(x), a la que se 

desea ca lcular la r a í z . Se han elegido dos valores x y x ; a los que 

corresponden valores de la función f(x ) y f (x ). Estos no t ienen la 
k k+i 

res t r icc ión de que f (x )f(x ) < 0, como pa ra los métodos de bisección y 
k k+I 

fa l sa posición. 
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El arco que une a f(x ) y f(x ) corta al eje x en un valor x y, como se 
k k » l k + 2 

observa en la figura, se pueden formar dos triángulos semejantes con vértices 

en x , x , f(x ) y f(x ), c, f(x ). 
k + 2 k+i k+ i J k k + i 

f U ^ 

x * "xk + 2 

Figura 2.12. Función para ejemplificar el método de la secante 

Entonces se puede escribir la siguiente relación 

f (x ) - f ( x ) 
k k + l 

x - x 
k k + l 

f ( x 

X - x 
k k + 2 

y depejando a x 
k+2 

f ( x „ , > 
k + l 

k+2 k+l f ( x ) - f ( X ) k k+l 
k k + l 

(2.20) 

Si el valor de x no se aproxima suficientemente a la raíz, se sustituye 
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x por x , y x por x , y se calcula una nueva iteración. Con este 
k + i K k J k + 2 ^ k + i J 

procedimiento x se aproximará gradualmente a la solución. 

En la figura 2.13 se presenta un diagrama de bloques del método de la 

secante. 

Ejemplo 2.3 

Calcular el t i rante crítico en un canal de sección trapecial. 

El t irante crítico ocurre cuando el número de Froude es igual a la unidad, 

condición que puede escribirse como: 

Q2 

= 1 (2.21) 
A3 

g " 
T 

donde T es el ancho de la superficie libre, que para un canal de sección 

trapecial está determinada por la ecuación: 

T = b + 2ky (2.22) 

La ecuación 2.21 se puede escribir en la siguiente forma: 

A 3 Q 2 

r~g-o 

y sustituyendo las expresiones para A y T: 

í ( b+ky)y ] 3 Q2 

f(y) = — b - ^ — r (2-23) 

Esta ecuación es la que debe resolverse para encontrar el t i rante crítico. 

En la figura 2.14 se presenta un programa para la solución de este problema. 
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Utilizando los mismos da tos que p a r a el ejemplo an te r ior , aplicando el 

p rogama se obtendrían los s iguientes resul tados: 

PROGRAMA CALCULO DE TIRANTE CRITICO 

MÉTODO DE LA SECANTE 

**»********»*#****** 

GASTO ? 

0.75 

ANCHO DE PLANTILLA ? 

1.70 ? 

TALUD ? 

2 

PROPONGA DOS TIRANTES ? 

0 .20,0 .40 

TOLERANCIA ? 

0.0001 

* * # * * * » * * * * * * * * * * * 

TIRANTE CRITICO 

y « 0.2445 

****************** 

Las c a r a c t e r í s t i c a s del método de la secante son s imilares a l as del método 

de Newton-Raphson. No s iempre es convergente, y su velocidad de convergencia 

es l igeramente menor. 
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f (X , )= f (X z ) 

x a=x s 

x,= xB 

NO 

Lee datos 
1 2 

i • 

CALCULE f i x , ) 

> ' 

CALCULE f IX 2 ) 

i ' 

f IXZ«X|-X 2 ) 

f I X| ) - f I X 2 ) 

1 1 

3 * 2 

•^•"""^ I x - X J c T ^"""""^s 
< ^ ^ i A5 *a ^ ' ^ ^ " 

Sl <x v»- RAÍZ FIN 

Figura 2.13. Diagrama de bloques del método de la secante 
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5 CLS 
10 CLS:PRINT "PROGRAMA CALCULO DEL TIRANTE CRITICO " 
20 PRINT "MÉTODO DE LA SECANTE ":PRINT "*******" 
30 PRINT :PRINT "GASTO (M*3/S)";:INPUT Q 
40 PRINT "ANCHO DE PLANTILLA";:INPUT B 
50 PRINT "TALUD";:INPUT K 
60 PRINT "PROPONGA DOS TIRANTES Yl,Y2(M)";:INPUT Y1,Y2 
70 PRINT "TOLERANCIA ";:INPUT T 
80 DEF FNF(X)=((B+K*X)*X)"3/(B+2*K*X)-Q*2/9.810001 
90 F2=FNF(Y2) 
100 Fl= FNF(Yl) 
110 H=F2*(Y2-Y1)/(F2-F1) 
120 Y3=Y2-H 
130 IF ABS (Y3-Y1)<T THEN GOTO 150 
140 Yl= Y3:GOTO 100 
150 CLS ;PRINT"*********" 
160 PRINT "TIRANTE CRITICO ":PRINT "YC=";Y3 
170 PRINT "************" 
180 END 
190 CLS:PRINT "*************************" 
200 PRINT "LA SOLUCIÓN ES : ";C 
210 PRINT "*************************" 
220 END 

Figura 2.14. Programa para el cálculo del t irante crítico con el método de 
la secante 
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3. SOLUCIÓN DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 

3.1. Introducción 

La solución numérica de sistemas de ecuaciones lineales es uno de los campos 

de estudio fundamentales del análisis numérico, no solamente porque existen 

muchos problemas cuyo planteamiento matemático conduce por si mismo a un 

sistema de este tipo, sino también porque otros métodos numéricos, como los 

esquemas implícitos de diferencias finitas para resolver ecuaciones 

diferenciales, quedan expresados como sistemas de ecuaciones lineales. 

Los sistemas de ecuaciones lineales tienen solución analítica, como se 

recordará más adelante. Sin embargo, existen también varios métodos numéricos 

de solución, y se producen continuamente otros. La razón de esta situación es 

que, dada la magnitud de los sistemas a resolver en problemas reales y su 

variedad, debe elegirse entre los diversos métodos el más eficiente para un 

problema dado, con el fin de minimizar el tiempo de cálculo. 

En este capítulo se presentarán algunos de los métodos numéricos más útiles 

de solución de sistemas de ecuaciones lineales. 

3.2. Solución analítica de sistemas lineales 

Un sistema lineal es un sistema de ecuaciones de la forma: 

a x + a x +• + a x = b 
11 1 12 2 l n n 1 

a x + a x + + a x = b 
21 1 22 2 2n n 2 

a x + a x + + a x = b 
m i 1 m2 2 mn n m 

(3.1) 

La solución del sistema son los valores de las variables x , donde i= 1, 2, 

3, n, que cumplen con cada una de las ecuaciones lineales. Un 
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sistema de ecuaciones lineales puede tener como solución un conjunto único 

de valores x , un número infinito de conjuntos x solución, o bien puede no 

existir ningún conjunto de valores x que satisfagan las ecuaciones del 
i 

sistema. 

El sistema tiene solución única en el caso que el número de renglones (n) sea 

igual al de columnas (m), y las ecuaciones sean linelamente independientes. 

Se dice entonces que el sistema es compatible determinado. Un sistema de este 

tipo, en forma matricial, se puede escribir como 

a 
ii 

a 
21 

a 
31 

a 
ni 

a 
12 

a 
22 

a 
32 

a 
n2 

a 
13 

a 
23 

a 
33 

a 
n3 

a 
ln 

a 
2n 

a 
3n 

a 
nn 

o bien de modo abreviado 

[A| x = b (3.2.a) 

En notación tensorial 

a x = b 

U J ¡ 

elemento de la matriz A en el renglón i,columna j 

elemento en la columna j del vector x 

elemento en el renglón i del vector b 

Para obtener la solución analítica de un sistema de ecuaciones lineales se 

. = . 

b 
i 

b 
2 

b 
3 

b 
n 

(3.2) 

donde 

a 
i j 

x . 
J 

b 
i 
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requiere recordar previamente algunos conceptos. 

Dada una matriz A(m,n); con elementos a , su transpuesta A (n,m) se obtiene 

realizando la operación 

T 
a = a 

i j J¡ 

Es decir intercambiando renglones por columnas. 

Considérese una matriz cuadrada A(n,n). Denótese por M la submatriz 
i j 

cuadrada que se obtiene quitando a A el i-ésimo renglón y la j -ésima columna. 

El determinante de esta submatriz, j M I. se denomina "el menor" del 
1 i J 1 

elemento a de A; v se define "el cofactor" de a , denotado A , como el 
U - U ü' 

menor con el signo dado por la operación 

i + J A = (-1)' J | M 
l j ' U 

(3.3) 

A cada elemento de la matriz A le corresponde un cofactor A , de manera 

que los cofactores integran una nueva matriz, la "matriz de cofactores", que 

se denotará por A . 

Se define la matriz adjunta como la transpuesta de la de cofactores, es 

decir: (Ac) . 

Si A es una matriz cuadrada, su inversa se denota A ; tal que se cumple con 

A A_1= I 

donde I es la matriz identidad, y se puede demostrar que la inversa puede 

calcularse con la expresión 

1 
A"1 = y^y (AC)T (3.4) 
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Entonces, si se tiene un sistema lineal A x = b, éste tiene solución ( si A 

es invertible, IAI * 0) para cualquier b, de acuerdo con la ecuación 

x-= A"1 b (3.5) 

o bien, por la ecuación 3.4 

1 
x = 777 (AC)T b (3.5.a) 

Esta es la solución del sistema de ecuaciones lineales 3.2. Sin embargo, no es 

factible en la práctica para sistemas grandes de ecuaciones, debido al 

elevado número de operaciones que es necesario efectuar (del orden de 

n(n-l)!). Por esta razón, se han desarrollado otros métodos que, teniendo sus 

propias limitaciones, requieren un número menor de cálculos para obtener la 

solución. 

3.3. Método de eliminación de Gauss 

Los métodos numéricos de solución de sistemas de ecuaciones lineales se 

clasifican en directos e indirectos. Los primeros son aquellos en los que la 

solución se obtiene basándose en las propiedades del algebra lineal, es decir, 

que la solución se encuentra mediante una sola iteración, mientras que en 

los segundos se requieren varias. 

Algunos métodos directos aprovechan para la solución las propiedades de un 

sistema que posee matriz de coeficientes triangular. 

Supóngase, en un caso muy sencillo (forzando el ejemplo para la explicación), 

que se tiene un sitema de ecuaciones A x = b, tal que la matriz de 

coeficientes es diagonal ( a = 0 si i * j ) . 

Entonces, la solución del sistema es fácil de obtener y está dada por 
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x = 
i a 

(3.6) 

i J 

con i= 1,2,3,... ,n. 

Si se tiene un sistema de ecuaciones con una matriz de coeficientes 

triangular superior el procedimiento de solución seria igualmente inmediato, 

aunque un poco más laborioso. Por ejemplo 

a a a a . 
I I 12 13 14 

0 a a a .. 
22 23 24 

0 0 a a .. 
33 34 

0 0 0 a . . . 
44 

0 0 0 0 

ln 

2n 

3n 

4n 

0 a 

La solución para la variable x sería 
n 

X = 
n a 

(3.7.a) 

conocido este valor, se puede despejar, para la variable x de la penúltima 

ecuación 

n-i a 
ib - a x 1 

n - l n - l ,n n 
(3.7.b) 

y así sucesivamente. En general, para la i-ésima variable 
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X = 
i 

1 

a 
1 i L 

b - a x - a x ... ~a x 
I i , I + l 1*1 I , l + 2 i + 2 I n n 

(3.8) 

Este procedimiento se denomina de "vuelta atrás" y, como puede verse, posee 

características de sencillez y eficiencia que lo hacen muy atractivo. SÍ un 

sistema cualquiera de ecuaciones se redujera a la forma triangular superior, 

entonces la solución podría obtenerse con facilidad aplicando este 

procedimiento. Esta es la ¡dea fundamenta! del método de Gauss. 

En la figura 3.1 se muestra un diagrama de flujo para el procedimiento de 

"vuelta atrás". 

Figura 3.1. Diagrama de flujo del procedimiento "vuelta atrás" 

La primera etapa del método de Gauss, como se ha dicho, consiste en modificar 

el sistema de ecuaciones de manera que la matriz de coeficientes se convierta 

en triangular superior. Esto s e ' logra utilizando t res principios 

fundamentales. 
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1. La ecuación i-ésima puede multiplicarse por cualquier constante distinta 

de cero, y usar el resultado en su lugar. Denotando E la i-ésima ecuación, y 

"c" una constante no cero 

c E =» E 
i i 

2. Puede multiplicarse la j -esima ecuación por una constante c, y el 

resultado sumarlo a la i-ésima, sustituyendo el resultado en la ecuación 

i-ésima: 

( c E+ E ) * E 

3 Las ecuaciones E y E pueden intercambiarse 
i J 

E <=» E 
i J 

Para evitar escribir todo el sistema de ecuaciones se acostumbra trabajar 

con la matriz de coeficientes, a la que se aumenta el vector de términos 

independientes, obteniéndose la "matriz ampliada" 

a 
íi 

a21 

Si 

a 
ni 

a 
12 

a 
22 

a 
32 

a 
n2 

a 
13 

a 
23 

a 
33 

a 
n3 

... 

... 

... 

a 
ln 

a 
2n 

a 
3n 

a 
nn 

b 
1 

b 
2 

b 
3 

b 
n 

Se denotará R el renglón i-ésimo de la matriz ampliada. 

El procedimiento de Gauss, utilizando las operaciones citadas, hace cero los 

elementos de cada columna situados bajo la diagonal principal. Se utiliza 

como pivote precisamente el elemento de esta diagonal, es decir, se efectúa 

repetidamente la operación: 
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] R - R 1 =» R (3.10) 

siendo a él elemento que se desea anular, en el renglón j y la columna i. 

En algunas ocasiones, sin proponérselo, se anula uno de los elementos de la 

diagonal principal y, para continuar el procedimiento se intercambian 

renglones, bajo la diagonal principal, eligiendo alguno que no tenga elemento 

nulo en la columna en que se presentó la dificultad. Si toda columna, de la 

diagonal principal hacia abajo, se ha anulado, entonces el sistema no tiene 

solución única (las ecuaciones no son linealmente independientes). 

El algoritmo del método de Gauss se puede resumir como sigue 

ALGORITMO DE GAUSS 

Para resolver el sitema de ecuaciones lineales: 

a x + a x + + a x = b 
11 1 12 2 l n 1 I 

a x + a x + + a x = b 
21 1 22 2 2n 2 2 

a x + a x + + a x = b 
n i 1 n2 2 nn n n 

1. Construya la matriz aumentada: 

a a a 
11 12 13 

a a a 
21 22 23 

l n 

2n 

a a a 
n i n2 n3 
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2. Sea i=l 

3. Si a = 0 vaya al paso 5. 

4. Sea p el número de un renglón tal que 

a = a = ....= a . = 0 pero a * O 
11 1+1 ,1 p-l.l p,i 

Si existe este renglón p, efectúe ia operación R =» R y continúe. 

Si p no existe, el sistema no tiene solución única y el procedimiento debe 

detenerse. 

5. Sea m =a / a . Para j= i+1, i+2, .... , n. Haga las operaciones 

( R =* m R ) R 
J j i i J 

6. Haga i = i + 1. Si i < n regrese al paso 3. Si i = n continúe. 

7. Si a = 0 el sistema no tiene solución única. 
nn 

Si a * 0 aplique el procedimiento de vuelta a trás para encontrar 
nn 

la solución 

b 
n 

a. x = 
a 

nn 

n 
b. x = (b - £ a x ) / a i=n-i,n-2,...i 

' ' J=i+1 U J 

En la figura 3.2 se presenta un listado en lenguaje BASIC para resolver un 

sistema de ecuaciones con el método de Gauss. 

Para ejemplificar claramente el método de eliminación de Gauss, a 

continuación se aplicará paso a paso , siguiendo el algoritmo, al siguiente 

sistema sencillo de ecuaciones: 
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3 x + 1.5 x + 4 x = 8 
1 2 3 

.21 x + .23 x + x = .83 
I - 2 3 

2 x + 8 x + 10x = 47 
1 2 3 

Paso 1. La matriz aumentada quedaría: 

' 3 1.5 4 8 

.21 .23 I .83 

2 8 10 47 

Paso 2. Sea i = 1 

Paso 3 . a = a = 3 , entonces se continúa en paso 5 
11 11 r 

Paso 5. a) Para j = i + 1 =2 se tiene m = m = = a 

0.21 
m =—— = 0.07 

21 3 

La operación ( R - m R ) =* R es entonces 
j J i i j 

numéricamente es: 

R : 
i |3 1.5 

m R : 0.07 |3 
21 1 • 

1.5 

- m R : 
21 i 

R : 
2 

-m R +R : 
21 1 2 

Entonces el nuevo 

40 

renglón 

| - . 2 

| ,21 

|o 

2 es 

-.105 - .28 

.23 

0.125 .72 



R 2 : 
¡O 0.125 0.72 0.27| 

b) Para j = i + 2 = 3 se tiene: 

a a _ 
J l 31 2 

m = rn = "JI ""3i a a 3 
J l i l i 

= 0.6667 

y la operación (R - m R ) =» R 

es entonces (R - m R ) =* R 
3 31 1 3 

Numéricamente 

m R : 0.6667 ¡3 1.5 
31 l ' 

-m R : 
31 l 

| -2 -1 -2.667 -5.333 j 

R : 
3 

|2 10 47 

-m R + R : 
31 l 3 

7.333 41.6667] 

Entonces, el nuevo renglón R es 

R 3 = 
0 7.333 41.66671 

La nueva matriz aumentada es: 

1.5 

0 

0 

8 

,125 .72 .27 

7 7.333 41.6667 

Paso 6. Se hace í= i + 1 = 2 y como i < n se regresa al paso 3 

Paso 3. a = a = -.125 * 0. Una vez más, se continúa al paso 5. 
11 Z2 * 
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Paso 5. Para j= í+1 = 3 

32 

m = m = j i 32 a 0 ,125 
22 

= 56 

La operación (R -m R ) => R 
1 j i i J 

es entonces: (R -m R ) =* R 
3 31 2 3 

Numéricamente 

m R : 56 
32 2 

.125 .72 .271 

-m R . 
32 2 

0 -7 -40.32 -I5.12| 

R : 
3 

o 7.333 41.6671 

|0 0 -32.98 26.5467| 

Paso 6. Se hace i= i + 1 = 3 y como i = n se continúa al paso 7. 

La matriz aumentada final es 

1.5 

.125 .72 .27 

-32-98 26.5467 

Paso 7. La aplicación del procedimiento de vuelta a trás permite calcular la 

solución: 

26.5467 
X 3 = " S a ^ T = -°-805 
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0.27-.72(-.805) 
xz = o77¿i 6 '7 9 7 

8-4( - .8051-1 .5 (6 .797) 
X = = 0.3415 

La programación del algoritmo el método de Gauss es relativamente sencilla. 

En la figura 3.2 se presenta el listado de un programa en Basic. 

Utilizando este programa los resultados del ejemplo anterior serían: 

x = .3419 x = 6.795 x = -.8047 
1 2 3 

Como puede verse, existe una ligera diferencia respecto al resultado antes 

obtenido, el cual se debe a que la computadora opera con un número mayor de 

cifras decimales. El error cometido al eliminar algunas cifras decimales se 

denomina "de redondeo ", y está presente en todos los métodos numéricos. 

3.4. Método de Jacobi. 

El procedimiento de Gauss, siendo en general más eficiente que los métodos 

analíticos, puede aún dar origen a pérdidas de eficiencia en determinados 

casos; por ejemplo, cuando la matriz de coeficientes tiene muchos términos 

nulos, en cuyo caso se realizan muchas operaciones innecesarias (el programa 

hace operaciones para anular términos que ya son cero). 

En situaciones como la anterior se puede utilizar algún método indirecto, que 

son de naturaleza iterativa, es decir, probando a par t i r de un vector inicial 

propuesto x 
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5 CLS 
10 PRINT "ESTE PROGRAMA RESUELVE UN SISTEMA DE N ECUACIONES" 
12 PRINT "CON EL MÉTODO DE GAUSS" 
15 PRINT »*************************************************" 
20 PRINT :PRINT 
30 PRINT "RANGO DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES";:INPUT N 
40 DIM A(20,21),X(20),C(1,21),M(21) 
70 FOR 1=1 TO N 
80 PRINT "TECLEE LOS COEFICIENTES DEL RENGLÓN M,I 
85 PRINT "DE LA MATRIZ AUMENTADA " 
90 FOR J=l TO N+l 
100 PRINT "A(»;I;",";J;")-";:INPUT A(I,J) 
110 NEXT J 
120 NEXT I 
130 1=1 
140 IF A(I,I)00 THEN GOTO 260 
150 P=I+1 
160 IF A(I,P)<>0 THEN GOTO 190 
170 IF P>= N THEN GOTO 410 
180 P=P+l:GOTO 160 
190 FOR J=l TO N+l 
200 C(I,J)=A(I,0!J) 
210 NEXT J 
220 FOR J=l TO N+l 
230 A(I,J)=A(P,J) 
240 A(P,J)=C(I,J) 
250 NEXT J 
260 FOR J=I+1 TO N 
270 M(J)=A(J,I)/A(I,I) 
280 NEXT J 
285 FOR J=I+1 TO N 
290 FOR P=l TO N+l 
292 A(J,P)=A(J,P}-M(J)*A(I,P) 
296 NEXT P 
298 NEXT J 
300 1=1+1 
310 IF K N THEN GOTO 140 
320 IF A(I,I)=0 THEN GOTO 410 
330 X(N)=A(N,N+1)/A(N,N) 
335 FOR I=N-1 TO 1 STEP-1 
340 S=0 
350 FOR J=I+1 TO N 
360 S=S+A(I,J)*X(J) 
370 NEXT J 
380 X(I)=(A(I,N+1)-S)/A(I,I) 
390 NEXT I 
400 GOTO 420 
410 CLS :LPRINT "EL SISTEMA NO TIENE SOLUCIÓN ÚNICA ***«:GOTO 460 
420 CLS : LPRINT "*************************":LPRINT "LA SOLUCIÓN 
ESM:LPRINT 

430 FOR 1=1 TO N 
440 LPRINT ,,X(";I;W)=W,X(I) 
450 NEXT I 
460 LPRINT ¡I^mT"************************-**" :END 

Figura 3.2. listado del programa del método de Gauss. 
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La idea fundamental de la mayoría de los métodos iterativos 

transformar el sistema original: 

A x = b 

en otro sistema de la forma 

x = T x + c 
i 2 

(3.11) 

que escrito i de manera recursiva quedaría 

x k + 1= T x k
 + c (3.12) 

siendo k el número de iteración. 

Considérese por ejemplo el sistema 

lOx - 7x + x = 7 3 
i 2 3 

x + 8x - 3x = 23 
1 2 3 

(3.13) 

x + 3x -9x = 57 
1 2 3 

Entonces se tiene 

10 -7 73 

A = -3 b = 23 

-9 57 



Si en cada ecuación i se despeja la i -ésima variable, se obtienen 

x = 7.3 + 0.7 x -0 .1 x 
l - 2 3 

X = 2.875 -.125 x + .375 x 
2 1 3 

(3.14) 

x = - .6333 + 0.111 x + 0.3333 x 
3 1 2 

Es decir, que en t é rminos de 3.12, el s i s tema 3.14 t i ene T y c : 

T = 

.7 

-.125 0 

- .1 

.375 

.111 .333 0 

c = 

7.3 

2.875 

-6 .333 

y se pueden escr ib i r l as ecuaciones recurs ivas 

x k m 7 .3 + 0 .7 x k " ' - 0.1 x k _ 1 

1 2 3 

x k = 2.875 -.125 x k _ 1 + .375 x k _ 1 

2 1 3 
(3.14.a) 

xk = - .6333 + 0.111 x k _ 1 + 0.333 xk _ 1 

3 1 2 

El cálculo puede o rganizarse como se indica en la t ab la de la s iguiente 

página, donde se ha tomado como solución inicial p ropuesta un vector un i ta r io . 

Puede observarse que los r esul tados de l as i te raciones 9 y 10 son ya muy 

s imilares ; por lo que puede de tenerse el procedimiento, y a cep ta r que la 

solución aproximada e s x = 7.7367, x = - .1662 y x = -5 .530 
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Iteración x x x 
, 1 2 3 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

1 

7.9 

10.076 

7.5169 

7.9403 

7.45123 

7.7350 

7.7326 

7.7274 

7.7369 

7.7367 

1 

3.125 

- .3209 

- .4031 

-.5714 

-.1846 

-.1721 

-.1797 

-.1664 

-.1662 

-.1662 

1 

-5 .889 

-4.4155 

-6 .6849 

-5.5121 

-5.6419 

-5.5674 

-5.5317 

-5.5341 

-5 .5308 

-5 .530 

El procedimiento descrito hasta aquí se denomina "método de Jacobi", y su 

•algoritmo es como sigue 

ALGORITMO DEL MÉTODO DE JACOBI 

Para resolver el sistema A x = b 

1. Proponga una solución inicial x = (x , x , x ) 
0 1 2 n 

2. Sea k = 1. 

3. Para i = 1, 2, 3, n ; calcule 

b - Y a x 
k ' ¿i 1J J 

x = 
i 

a 
i i 
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4. Si x es suficientemente aproximada, vaya al paso 5; en caso contrario 

haga k = k + 1 y vaya al paso 3 . 

_ k 

5 . El vector solución es x 

Un criterio para establecer que el resultado ya es suficientemente exacto 

puede ser utilizar alguna medida de la "distancia" entre los vectores de las 

iteraciones k y k + 1, utilizando la norma 

_ * _ k ' i 

| | x - x | | < c (3.15) 

donde e es una tolerancia, y el símbolo | | . | | representa la norma del vector. 

Una medida adecuada puede obtenerse utilizando la "norma infinita" definida 

como: 

| | x | | = max X 
l S I S n 

El método de Jacobi, como todos los iterativos, no es siempre convergente, es 

decir, que puede alejarse de la solución a partir del vector inicial 

propuesto, en vez de acercarse. Más adelante se da un criterio para 

establecer la convergencia. 

3.3. Método de Gauss-Seidel 

—k 
En el algoritmo de Jacobi puede verse que para calcular x , es decir, las 

soluciones de la k-ésima iteración, se usan exclusivamente las de la 

iteración anterior, a pesar de que algunos x estén ya calculados, 

ij 
El método podría plantearse en forma distinta si para calcular x se utilizan 

los x ya obtenidos. 

48 



La ecuación i t e ra t iva del método se modificaría a la s iguiente: 

1 
k 

X -
i . a H 

k - l n 

-S (a- xk) - 2 (a xk~J) + b 
j = , l j j j = i + . , j i 

(3.16) 

Es te método es conocido como de Gauss-Seidel, y su a lgori tmo se r ía s imilar al 

del método de Jacobi, excepto que se modifica la ecuación recurs iva . 

P a r a e jemplif icar la aplicación de es te método, considérese el s i s tema de 

ecuaciones a n t e s r e sue l to con el método de Jacobi, y que en la forma: 
k ~ k-r~ — — 

x = T x + c, e s t á dado por las ecuaciones 3.14.a 

k 1 E - 1 L - l 
X - 7.3 + 0.7 x -0.1 x 

1 2 3 

x" = 2.785 -.125 x k _ I + .375 x k l 

2 1 3 
(3.14.a) 

x k = ' - 6 . 333 + 0.111 x k _ 1 + .333 x k ' 
3 1 2 

El cálculo se o rganiza en la s iguiente tabla: 

Iteración 

k 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

k 
X 

i 

1 

7.9 

9.354 

7.7809 

7.9599 

7.7233 

7.7431 

7.7368 

k 
X 

2 

1 

2.2625 

- .0578 

-.0914 

-.1824 

-.1567 

-.1659 

-.1654 

k 
X 

3 

1 

-4 .7027 

-5.314 

-5 .4998 

-5.5102 

-5.5279 

-5 .5288 

-5 .5293 

Se encuent ra la s iguiente solución aproximada: 

49 



x = 7.7368 x = -.1654 x = -5.5293 
1 2 3 

y como puede verse, en este caso se reduce el número de iteraciones. 

Antes de seguir adelante, es conveniente establecer criterios para determinar 

cuándo un método será convergente. 

Una secuencia de vectores {x ) se dice que converge a X, con respecto a 
k = l 

la norma, si dado cualquier e > O existe un entero N(e) tal que 

x -x < e para todo k a N(e) 

Puede demostrarse que cualquier norma cumple esta definición. 

La norma infinita de una matriz A está definida como: 

* l l . - 1 / 7 \ . E | a u! 
j = l 

(3.17) 

Es decir, que la norma infinita de una matriz es la máxima suma de los 

valores absolutos de los elementos de cada renglón. Por ejemplo, la norma 

infinita de la matriz del sistema de ecuaciones del ejemplo anterior: 

A = 

10 -7 1 

-3 

-9 

se calcula como 

suma en renglón 1: 10 + 7 + 1 = 18 

suma en renglón 2: 1 + 8 + 3 = 12 
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suma en renglón 3: 1 + 3 + 9 = 13 

entonces: 

I I Al | = 18 

Se puede demostrar la validez del siguiente teorema: 

La secuencia {x } , definida por x = T x + c ; para todo c * 0 y k > 1, 

k = l 

converge al vector x para cualquier vectop inicial x ; si I | T | | < I, para 

cualquier norma. 

En el ejemplo anterior: 

T = -.125 

.111 

.7 

O 

-.1 

.375 

.333 O 

es decir, que su norma infinita es 

II T 1 1 , - 0 . 8 <1 

y por lo tanto el método de Jacobi o Gauss-Seidel convergen para el sistema 

de ecuaciones. 

Es interesante enfatizar que el teorema anterior de convergencia establece 

que, de cumplirse | | T | |<1, el método converge independientemente del vector 

inicial propuesto. La revisión de convergencia puede fácilmente incluirse 

en un programa del método de Gauss-Seidel, como el que se presenta en la 

figura 3.3. 
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3.6. Método de sobrerrelajación 

Tanto en el método de Jacobi como en el de Gauss-Seidel, en cada iteración 

existe un 'vector residual, diferencia entre el vector solución real y el 

vector de aproximación. 

Denótese: 

ek = ( ek ,ek , ,ek ) (3.18) 
i 1 1 2 1 n i 

el vector residual del método tie Gauss-Seidel, correspondiente al vector de 

la k-ésima aproximación 

, k k k k - l k - l k - l , , _ . . . 
( V X 2 * - - V i - * , ' x , + 1 ' - \ ' { 3- 1 9 ) 

la i-ésima componente de e es : 

I - l n 

ek = b - V a x k - V a x k _ 1 - a x k _ 1 (3.20) 
11 ' j = i l J J ,¿, 1J J 

Entonces, se puede demostrar que la ecuación del método de Gauss-Seidel puede 

también escribirse de la siguiente forma 

k r 
i i 

xk = x k _ 1 + (3.21) 
i i a 

11 

El procedimiento puede hacerse más eficiente si se introduce un factor de 

peso ( b) ) aplicado a los sumandos del término a la derecha de la igualdad: 

k r 
11 

xk = (1-u) xk _ 1+ w (3.22) 
i i a 

i i 

y para algunos valores de u la convergencia será mucho más rápida. En efecto 

si w = I se obtienen métodos de relajación (Gauss-Seidel) 
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si w < 1 se obtienen métodos de infrarrelajación. 

si w >1 se obtienen métodos de sobrerrelajación. 

Los métodos de sobrerrelajación pueden acelerar la convergencia de sistemas 

que convergen para el método de Gauss-Seidel. 

ALGORITMO DEL MÉTODO DE SOBRERRELAJACIÓN. 

1. Proponga una solución inicial x =( x ,x ,x , . .. , x ) y un valor de u. 
1 2 3 n 

2. Sea k = 1. 

3. Para i = 1, 2, 3 n; calcule 

tJ r 1-1 n i 
k ., . k-l r _, k v, k-l 

x = (1-w) x + b - T a x - F a x 
1 au L' ¿ i5 J

 J=ui 1J J -1 
k 

'4. Si x es suficientemente aproximada, continúe al paso 5, en caso contrario 
haga k = k + 1 y regrese al paso 3. 

5. La solución aproximada es el vector x . 
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2 CLS :PRINT :PRINT "PROGRAMA PARA SOLUCIÓN DE SISTEMA " 
5 PRINT "DE ECUACIONES LINEALES GAUSS-SEIDEL 
7 PRINT "*******************************" 
10 DIM X(50),A(50,50),B(50),T(50),X1(50),H(50),H1(50) 
20 PRINT :PRINT "RANGO DEL SISTEMA "; 
30 INPUT' N 
40 PRINT "ELEMENTOS DE LA MATRIZ DE COEFICIENTES"; 
50 PRINT " POR RENGLONES " 
60 FOR 1= 1 TO N 
70 FOR J=l TO N 
80 INPUT A(I,J) 
90 NEXT J 
100 NEXT I 
110 PRINT "TÉRMINOS DEL VECTOR DE T. INDEPENDIENTES " 
120 FOR 1=1 TO N 
130 INPUT B(I) 
140 NEXT I 
150 PRINT "VALORES PROPUESTOS DE SOLUCIÓN X(I)"; 
160 FOR 1=1 TO N 
170 INPUT X(I) 
180 NEXT I 
190 PRINT "TOLERANCIA"; 
200 INPUT E 
210 CLS:BEEP:PRINT"SE VERIFICA CONVERGENCIA":PRINT 
220 FOR 1=1 TO N 
230 S=0 
240 FOR J=l TO N 
250 IF J=I THEN GOTO 270 
260 S= S+ABS (A(I,J)/A(I,I)) 
270 NEXT J 
280 T(I)=S 
290 NEXT I 
300 L1=T(1) 
310 FOR 1=2 TO N 
320 F=L1-T(I) 
330 IF F>0 THEN GOTO 350 
340 Ll= T(I) 
350 NEXT I 
360 IF L1>1 THEN GOTO 780 
370 CLS:PRINT "********************":PRINT "EL 

SISTEMA CONVERGE" 
380 PRINT .-PRINT "LA NORMA ES : ";L1 
390 PRINT :PRINT "SE INICIA GAUSS-SEIDEL":PRINT 

n********************* ESPERE" 
400 FOR 1=1 TO 1000 

Figura 3.3. Programa método de Gauss-Seidel 
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410 NEXT I 
420 K=l 
430 FOR 1=1 TO N 
440 S=0 
450 IF 3>I THEN GOTO 490 
460 FOR J=l TO 1-1 
470 S=S-A(I,J)*X1(J) 
480 NEXT J 
490 S1=0 
500 IF I=N THEN GOTO 540 
510 FOR J=I+1 TO N 
520 S1=S1-A(I,J)*X(J) 
530 NEXT J 
540 X1(I,) = (S+S1+B(I) )/A(I,I) 
550 NEXT I 
560 C=ABS(X1(1)-X(1)) 
570 C1=ABS(X1(1) ) 
580 FOR 1=2 TO N 
590 H(I)=ABS(X1(I)-X(I)) 
600 H1(I)=ABS(X1(I)) 
610 NEXT I 
620 FOR J=2 TO N 
630 G=H(J)-C 
640 IF G<0 THEN GOTO 660 
650 C=H(J) 
660 NEXT J 
670 FOR K=2 TO N 
680 G1=H1(K)-C1 
690 IF G K O THEN GOTO 710 
700 C1=H1(K) 
710 NEXT K 
720 D=C/C1 
730 IF D<E THEN GOTO 790 
740 FOR 1=1 TO N 
750 X(I)=X1(I) 
760 NEXT I 
770 K=K+l:GOTO 430 
780 PRINT "**********************":PRINT "EL SISTEMA 
NO CONVERGE":GOTO 840 

790 PRINT :PRINT :PRINT "***********************"-.PRINT 
"LA SOLUCIÓN ES: " 

800 FOR 1=1 TO N 
810 PRINT "X(";l;")=";Xl(I) 
820 NEXT I 
830 PRINT "***************************" 
840 END 

Figura 3.3. ... continuación del programa del método de Gauss-Seidel 
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4 ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS 

Una ecuación diferencial ordinaria es una ecuación que contiene al menos una 

derivada ordinaria. Una ecuación de este tipo puede escribirse en términos de 

diferenciales pero generalmente no es conveniente a menos que la ecuación 

contenga solamente la primera derivada. 

Se dice que se ha resuelto o integrado una ecuación diferencial de x, y, y 

derivadas de y respecto a x, cuando se ha encontrado una función de x y y que 

no contiene derivadas, y que ai ser sustituida en la ecuación diferencial, la 

reduce a una identidad. 

Si n es el número mayor de veces que se ha derivado la función y respecto a x 

en uno de los términos de la ecuación diferencial, entonces se dice que n es 

su orden. 

Una ecuación diferencial ordinaria es lineal si contiene x y y y las 

derivadas respecto a x aparecen a la primera potencia. La forma general de 

una ecuación diferencial ordinaria lineal de orden n es 

,n H n _ 1 

b ( x P - í - + b ix) y +...+ b (x)-Qt- + b (x)y = R(x) (4.1) o , n i , n - i n-i , n J 

dx dx dx 

Por ejemplo, es lineal 

7 d y dy , 2 . . , . 4 
x — + x -1— + (x - 4)y = 5x 

dx dx 

y no es lineal 

m 2Í dy i d y , 2 , . , . 4 
x \-*zr\ + x-¿- + <* - vy = 5x 

Para encontrar la solución de las ecuaciones diferenciales ordinarias existen 

procedimentos analíticos, como son los de separación de variables, factor 
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integrante, variación de parámetros. 

Desafortunadamente, muchas, acaso la mayoría, de las ecuaciones 

diferenciales que se presentan en la práctica íngenieril no pueden ser 

integradas por métodos analíticos o cuando lo son, el obtener su integral es 

muy complicado. Sin embargo, las ecuaciones diferenciales, pueden ser 

integradas numéricamente. Considérese por ejemplo, 

dy 
-é~ = f(x.y) . y = y en x = x dx 

(4.2) 

Para conocer la solución de esta ecuación en el intervalo x s x Í X , se 
a b ' 

puede dividir tal intervalo en N subintervalos de ancho Ax (fig 4.1), y al 
considerar que x = Ax n + x , x = x , y = y(x ) se plantea la solución de 

^ n s N b' -'n n p 

4.2 como 

dy f(x,y)dx 

lo cual es equivalente a 

> = y * f ' 
I a J x 

y = y * f2 

2 Jl JX 

f(x,y)dx 

f(x,y)dx 

y3 = y z + i - f l x ^ y ) d x 

•f = y + 
n+i •'n J x f(x,y)dx(4.3) 

^ • Vi+ jC" nx-y)dx 
J N - l 
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f u . y ) VV 

f i x N . y N i 

Figura 4.1. Intervalos de integración 

De manera que, si se logra valuar las integrales del desarrollo anterior, el 

problema se habrá resuelto. Aunque no se tiene la ecuación que permita 

calcular y para cualquier x en el intervalo (x , x ), si se dispone de una 
a b 

•colección de valores de y en términos de x, lo cual puede ser tan útil como 

la ecuación de y en términos de x. 

Para encontrar cualquiera de las integrales escritas antes, se proponen 

algunos métodos basados en obtener con la mayor precisión posible a la 

integral. 

4.1 Método de Euler 

Sea la fig. 4.2 donde la integral n-esima se ha representado por el área 

sombreada. Así 

pn+i 
v f (x) dx s f (x ,y ) 

n 
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por lo que 

y = y + f ( x , y )Ax 
- ' n+ i Jn n ' • ' n 

(4.4) 

f | » , y l 

Ax 

Figura 4.2. Area de integración del método de Euler 

La ecuación 4.4 permite conocer cualquier y (n = 0,1,...) del desarrollo 4.3 

y por lo tanto, una solución aproximada de la ecuación diferencial. 

Nótese que el área no cubre toda la integral por lo que la superficie no 

considerada corresponde a un error. 

4.2 Método de Euler modificado o de Heun 

Tratando de reducir el área de error del método de Euler se puede representar 

la integral por el trapecio de la f ig. 4.3. El mejor trapecio resultaría al 

tener como lado vertical mayor a f , pero esta es función precisamente de 

la y que se desea obtener. Sin embargo, se propone una estimación de y 

representada como y ( valuada a partir del método de Euler, (ec. 4.4 )) 
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pa ra t ener después una aproximación con menos e r r o r a la in tegra l , que con el 

método de Euler, es decir 

í i x . y I 

Figura 4 .3 . Area de integración del método de Heun 

n+i 

n 

f ( x , y ) + f ( x , y ) 
. , . , n • 'n n+i • 'n+i , 
f ( x , y ) d x s ^ Ax 

En e s te caso, la ecuación del método se escribe como 

y = y + t f ( x , y ) + f (x , y ) , „ 
•'n+i •'n n J n n+ i ' - ' n+ i 2 

Ax (4.5) 

donde 

y = y + f ( x ,y ) Ax 
•'n+i ' 'n n Ja 
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Ejemplo 4.1 

Para encontrar el hidrograma de salida del vaso de una presa cuando a éste 

entra el gasto I dado por un hidrograma se requiere resolver la ecuación 

de continuidad 

dV-=i-o 
dt 

donde V es, almacenamiento del vaso, t es el tiempo y O e I son los gastos de 

salida y de entrada del vaso, respectivamente. 

Para llevar a cabo el tránsito se requiere de las curvas 

elevaciones-capacidades y elevaciones-gastos de salida y de la condición 

inicial del agua en el vaso y del gasto I. 

Si se acepta que la curva elevaciones-capacidades se representa como V = kh , 

siendo k y N constantes y h la elevación del vaso y si el gasto de salida 

está dado como 0 = c ( h - h ) si h i h y O = O s i h í h para h igual 
C c c c • 

al nivel de la cresta del vertedor por donde sale 0, se tiene que 

d , . N 
kh = 1 - 0 dt 

dh I - 0 
d t k N h " " 1 

= f(h,t) 

Para resolver la ecuación diferencial anterior mediante el método de Heun se 

propone 
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I - o 
= h + At 

n + l n , . 1 , N - 1 k N h 
n 

siendo 

0 = ^ n 

c (h - h ) si h > h 
n C n c 

O si h i h 
n c 

I - O I - O , M [
i - v i - \J -i 

n* 1 n+l n n + 
, », t N - l , „ , . N - l k N h k N h J 

n + l n 

0 = n + l 

f c (h -
n + l 

h ) 
c 

s i h > h 
n + l c 

s i h i b 
n + l c 

Conocidas k ,N, h , c. At y h ; así como I para n =0,1,2,... las ecuaciones 
c o n 

se manejan de la siguiente manera 

a) Para n = 0 la carga es conocida por lo que a par t i r de h se deduce 0 . 
n n 

b) Con h , 0 en I se calcula K 
n n n n+l 

c) Para h se determina el gasto 0 
n*l n+l 

d) Con h , O , I , h , 6 e l se obtiene h 
n n n n+I n+l n+l n+l 

e) En caso de interesar más valores se incrementea en uno el valor de n y se 

va al inciso a. 

4.3 Método de Nystrom 

Otra forma de estimar el área bajo la curva f(x,y) en el intervalo de 
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interés, consiste en escoger como área a un rectángulo de base 2Dx y de 

altura f(x ,y ), (fig 4.4). 

Entonces 

- X 
n + l 

x 

f i x ,y )dx s f ( x ,y ) 2Ax 

n - i 

como la integral abarca dos intervalos Dx, ahora se tiene 

y = y + 2f(x ,y )Ax 
^n+i J n - i n ' - ' n 

(4.6) 

Se observa que esta fórmula compensa el área bajo la curva entre x y y 

no cubierta con el rectángulo (área identificada con 1) con el área del 

rectángulo donde f(x,y) es menor a f(x ,y ) (área señalada con 2) por lo que 

parece una más adecuada representación de la integral. 

|*-¿x-^»- ax-*| 

Figura 4.4. Area de integración del método de Nystrom 
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Este método tiene el inconveniente de que no se puede valuar y ya que no se 

conoce y , pero si y ,y etc. Para estimar y se recomienda utilizar la 

ec. 4.5. Una vez conocida y y con la condición inicial y , con la ec. 4.6 

se calculan y , y , . . . , etc. 

4.4 Método basado en la serie de Taylor 

El método de Heun hace pensar que una estimación de f(x ,y ) permite 

representar la integral de una mejor manera. En efecto, considérese que la 

fig.4.3 ahora se representa como en la fig 4.5. 

Sea el desarrollo en serie de Taylor 

, 2 3 

y(x + Ax) = y(x) + Ax y'(x) + - | ^ _ y" (x) * ~ - y"'(x) + ... 

s i x = x , Ax = x - x , entonces n n+i n 

^ n + i ] = * * „ > + ^ *'<V + 4 r '"<*„>+ -5T- y " ' ( V + -

(4.7) 

•De acuerdo con la ec 4.2 se tiene 

y' = f ( x , y ) 

(p) _ d f ( p - 2 ) (p-1) 
y dx ~l 
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Sustituyendo estas ecuaciones en la 4.7 

y(xn + i) = y(xn) • Axf(x n ,y n)-+ - § f f* (x n ,y n ) + - ^ f ( V V + "" 

+ _ A x ^ 1
f < P - i ) ^ 

P ! n n 

(4.8) 

Sí se considera que 

T , P , í W = f V n , + 4 - f ' V n ) + 4 f " ( V V +"- + 

. p - i 
_,_ AxK p i p - n . . 
+ -pl~ f <W 

(4 .9) 

Si en la ec 4.8 se desprecian los términos con derivadas de f de orden 

superior a p-1 se tiene al tomar en cuenta la ec 4.9 

y ( x n i i ) = y ( x n ) + A x T t p l ( x n , y n ) (4.10) 

La ecuación anterior corresponde al llamado método de Taylor de orden p. 

Nótese que en el caso particular en que p = 1 resulta el método de Euler. En 

la fig 4.5 se muestra a T p (x ,y) como una estimación de la ordenada del 

área sombreada. 

Figura 4.5. Area de integración del método de la serie de Taylor 
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El método de Taylor tiene el inconveniente del cálculo de las derivadas f, 

f", f"*,... ,que pueden ser difíciles de obtener o complicadas de calcular. 

4.5 Métodos de Runge-Kutta 

La dificultad para el cálculo del valor de las derivadas f l ^ j J -

f " (x ,y ), f*"(x ,y ) , .... del método de Taylor, ha sido salvada por Runge 
n n n n 

(1895) y Kutta (1901) a través de un procedimiento basado en valuar varias 

veces la función f(x,y) para obtener una precisión equivalente al método de 

Taylor. Aparte dé ello, los métodos de Runge-Kutta tienen la ventaja de usar 

una fórmula de suma pesada, similar a la utilizada en integración numérica, 

con lo cual se logra una adecuada aproximación del área bajo la curva f(x,y) 

entre x y y 
n J Jn+i 

A continuación se hará la derivación del procedimiento conocido como 

Runge-Kutta de tercer orden. 

El problema consiste en plantear como ecuación del método a 

y = y + Axíak + bk + ck ) (4.11) 
n+ l ' ' n i 2 3 

donde 

k = f ( x ,y ) (4.12) 
i n n 

k2= f ( x + mAx.y tmAxk^ (4.13) 

k3= f [ x + pAx.y +Ax(qk +(p-q)k2)l (4.14) 

e interesa conocer los valores de a, b, c, m, p, y q. Los cuales son únicos e 

independientes de la ecuación diferencial por resolver. 

Sea el desarrollo de la serie de Taylor 4.7 que incluye hasta términos de 

tercer orden. 
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Vi-'n^V-T^n^-t^r í4-15) 

Según lo planteado en el subcapítulo 4.4 se tiene 

y' = f 

y = <L_ = _|t_ + _|L. f . f + f f dx 3x 3x x y 

, , , = dfj_ + d— ( f + f f = f + 2 f f + f f 2 + f ( f + f f ) 

dx dx x y x x xy yy y x y 

si 

A = f x + fyf (4.16) 

B = f + 2f + f f2 (4.17) 
x x xy yy 

entonces 

y"= A 

y ' " = B + f A 
y 

y por lo tanto la ec. 4.15 también se escribe como 

2 3 3 

*n+i = *n + ** + -T- A + -T5- B + -T 5 - V t 4 '18) 

En esta última ecuación se entiende que f, f ,A y B se calculan para x = x y 

y = y
n. 

Por otra parte, el desarrollo en serie de Taylor de una función de variables 

x y y hasta los términos de orden dos es 
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, 2 

f(x+h,y+k) = f ( x ,y ) + t » y x , y ) +kfy(x,y) + -£— ^XJX.Y^ hkf^y + 

( x , y ) + -¡£— f ( x , y ) (4 .19) 

Así, al desarrollar 4.13 (siendo h = mAx y k = mAxf) se tiene 

k = f + (mAx)f + (mAx)f + ( m ^ x ) f + (mAxl(mAxf)f + 

(mAxf ) 2 

2 yy 

mAxf ) 2 ,„ „„ , . „ , 2 , k = f + (mAx)(f +f f ) + - . . ^ - ^ ( f + 2 f x y f + f f 
2 x y 2 x x y y 

considerando 4.16 y 4.17 

i F , A ,» (mAx)2
D (4.20) 

k = f + (mAx)A + y— B 

Si ahora se desarrolla 4.14 (siendo h = pAx y k = Axíqk^ (p-q)k ]) resulta 

k3 = f +(pAx)fx+tqk2+ íp-qlkjAxfy + Í £ | £ L f^+ (pAx2)Iqk2+ 

f 
( p - q l k ^ f ^ Ax2 [qk2 + ( p -q )^ ] 2 — \ f -

al sustituir el tercer término en la ec 4.20 y dado que k = f se encuentra 

k = f = + (pA*)fx + [q<f+(mAx)A+ ( m ^ x } B) + (p-q)f]Axf + 

[ i ] [ 2 1 ] [ 7 ] [ 3 ] 

t P 2 X l V tpA3c2)tqk2+ (p -q ) f l f x y + [qk^íp-qjkj 2 — J 2 -

[4] U ) \b\ 
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Agrupando t é rminos 

k = f + (pAx)(f + f f) + ( p ^ x ) (f + 2f f + f f2) + 
3 x y 2 x x xy yy 

1 2 - 3 4 5 6 

2 

mqAx f A + 

7 

tomando en cuenta 4.16 y 4.17 

k3 = f + (pAx) A + lp^x) B + mqAx2f A (4.21) 

Sustituyendo 4.12, 4 .20 y 4.21 en 4.11 se obtiene 

y = y + Ax (af+(bf+b(mAx)A+b—ÍH^£l B) + (cf+ c(pAx)A+ c ( p ^ x ) - B 
n + 1 n 2 ¿ 

+cmqAx f A ) ) 

o bien 

y = y + Axf (a+b+c) + Ax A(bm+cp) + —•= (bm +cp ) + Ax f A cmq 
n+i Jn r 2 y 

(4.22) 

Al comparar 4.18 y 4.22 se encuentra: 

a + b + c = 1 

bm + ' cp = 1/2 (4.23a) 

bm2+ cp2= 1/3 (4.23b) 

cmq = 1/6 (4.23c) 

como se t iene un s i s tema incompatible indeterminado con -6 incógnitas y 
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cuatro ecuaciones independientes, se puede dar valor arbitrario a dos de las 

incógnitas; un conjunto de valores usual es ir. = 1/2 y p = L Así 4.23b y 

4.23c. 

l/2b + c = 1/2 

l/4b + c = 1/3 

restando y despejando a b 

l/4b = 1/6 

b = 2/3 

y por tanto 

c = 1/2 - b/2 = 1/2 - (1/2) (2/3) = 1/6 

considerando los valores de m y c en 4.23d 

q = (1/6) (6)(2) = 2 

y por último según los valores de b y c y la ec. 4.23a 

a = 1 - (2/3) - (1/6) = 1/6 

De acuerdo a los valores calculados de a, b, c, m, p y q, las ees. 4.11 a 

4.14 resultan ser 

y =y + _ (k + 2k + k ) ¡A 1A \ 
Jn+i 3 6 i 2 3 (4.24a) 

donde 

k - fte y ) t 4 ' 2 4 b ) 

i U * n ' V 

k = fte +AX/2, y + -==-k ) (4.25c) 
2 n n 2 i 

k = f te + Ax, y + 2Dxk -Axk ) (4.24d) 
3 n Jn 2 i 
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Las ees. 4.24 corresponden al método de Runge-Kutta de orden tres. 

De manera semejante se pueden deducir las ecuaciones del método de Runge 

-Kutta de orden cuatro: 

y„ , = y „ + Ax !k + 2k + 2k +k 
n+i J n 6 i 2 3 4 

donde 

K = f ( x ,y ) 
i n ^n 

Axk , „ . Ax i k = f ( x + —^—, y + —^ 2 n 2 Jn 2 

< ei Ax 
k = f x + _ •-•, y 

3 n 2 •'n 

Axk 

k = f ( x + A x , y + Axk ; 
4 n Jn 3 

(4.25a) 

(4.25b) 

(4.25c) 

(4.25d) 

(4.25e) 

y Runge -Ku t t a de qu in to o rden : 

y = y + Ax J n + i •'n 
23 . 125 , 81 . 125 , 

k + —rrr=r k - k + ——— k 192 i 192 2 192 s 192 6 
(4.26a) 

k_ = f ( V ' n > (4.26b) 

k2 = f(V -é- Ax' V T k V 

k3 = f í V ~ h LX' V " 25 i X k » + ~ 2 § - Axk2] 

k = f ( x +Ax , y + —A— Axk - 3Axk + - ^ - Axk ) 
4 n * - 'n 4 i 2 4 3 

. ei 3 K 2 . , 10 . , 50 . , 8 
k5 = f ( V -T-**- yn+ I r T ^ V " 9 — á x k 2 ~ " S T ^ V "81 

(4.26c) 

(4.26d) 

(4.26e) 

-Axk ) 
4 

(4.26f) 

Ejemplo 4.2. 

El flujo permanente gradualmente variado en un canal con pendientes pequeñas 

es descrito por la ecuación 
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, s - s 
dy _ o f 
d " " ! _ _Q2B 

g A 3 

donde y es el t irante, Q el gasto, B el ancho de superficie libre, A el area 

hidráulica, g la aceleración de la gravedad, S la pendiente del fondo, S la 

pendiente de fricción y x la distancia a lo largo del canal. 

Si se considera la fórmula de Manning para definir a S se tiene que 

4 /3 

dy 
d x 

S 
0 

1 -

Q2 N2 P 

A 4 ' 3 

Q2B 

g A 3 

donde N es el coeficiente de rugosidad de Manning y P es el perímetro mojado. 

Para un canal se sección tranversal trapecial, con b de ancho de plantilla y 

k designación de talud se tiene que 

A = y( b + ky ) 

P = b + 2y / 1+k2 

B = b + 2ky 

de manera que la ecuación diferencial queda 

S - Q2N2 I b * 2y / l + k 2 | 4 / 3 

dy '*[*> * ky ) ] 

d X i - Q 2 t b + 2 k y ] 
, 3 

= f(x,y) 

g [y( b + ky ) ] ' 

El t i rante a lo largo del canal puede ser calculado integrando la ecuación 
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anterior con un método numérico, si se usa Runge-Kutta la función f(x,y) que 

aparece en las fórmulas de este método resulta ser 

Q 2N 2 (x) t b ( x ) + 2y / l+kZ (x) ] " / 3 

dy _ 

S -
0 [ y ( b ( x ) + k ( x ) y ) ] 4 / 3 

d x Q2 [ b ( x ) + 2 k ( x ) y 
= f ( x , y ) 

1 -
g Iy( b ( x ) + k ( x ) y ) ] 3 

donde b = b(x), k = k(x), N = N(x) para tomar en cuenta el ancho, designación 

del talud y coeficiente de rugosidad en el canal a la distancia x . 

4.6 Fórmulas de Adams 

El desarrollo de Taylor planteado en 4.8 permite también un enfoque distinto 

para resolver numéricamente la ecuación diferencial ordinaria 4.2. Se ocurre 

ahora tomar como base la idea de integración numérica. En este subcapítulo 

se propondrán dos clases distintas de ecuaciones, unas donde es explícito el 

cálculo de y (se llaman cerradas), y las otras en las que se requiere de 

un método iterativo (se denominan abiertas). Ambos casos corresponden a las 

fórmulas de Adams. 

4.6.1 Fórmulas abiertas de Adams 

Considere la expresión 4.8 

2 3 

Vi = yn
 + ¿ * f n + - S T " ^ + -TV- fn +"" " ( 4 " 8 ) 

o bien 

V i - V * * ( f n + "if fn + ~lf ^ + - • > (4.27) 

Si la serie incluye hasta téminos de derivadas de primer orden: 
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y = y + Ax (f + - ^ - f' ) (4.28) 
Jn+i ' n n 2 n 

Ahora, si f* se aproxima como una diferencia hacia a trás (cap 6) 

f•= J ¡ L _ = f n " f " - ' + _ * £ _ f- + T (Ax)2 (4.29) 
n dx Dx 2 n 

Sustituyendo 4.29 (sin sus términos de segundo orden) en 4.28 

y = y + Ax {-J- f - K- f ) (4.30) 
Jn+i Jn 3 n 2 n-i 

la cual es la fórmula abierta de Adams de segundo orden 

Cuando en la expresión 4.27 se considera hasta la derivada de segundo orden: 

y = y + Ax íf + -¥- f' + -^- f" ) (4.31) 
n+i •'n n 2 n 6 n 

considerando la ec. 4.29 como 

(4.32) 

Según 

r 
n 

f" = 
n 

4.-29 

i - i 

df ' 
dx 

f 
n - i 

Ax 

= — 

f n-

f - f 
n n - i 
Ax 

• 2 
(4.33) 

Sustituyendo 4.29 y 4.33 en 4.32 

f -2f + f 
f • •= _ ? E l i ¡L2_ (4.34) 

Ax2 

Si ahora, en la ec. 4.29 se considera la derivada de segundo orden y esta se 
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sustituye por 4.34 : 

f - f . , f -2f + f . 
f. _• n n - i Ax n n - i n-2 ) . „ (2 
fn Ax + " 2 — - T - " I + T ( A x 

11 Ax 

Después de simplificar 

f' = ~ f - -f- r
n , + - ^ " + T (Ax)2 (4.35) 

n 3 n J n-i 2 

Si se desprecia el término T(AX) de 4.35 y se sustituye en 4.35 y 4.34 en 

4.31 se obtiene 

f f 
y„.. = y„ + Ax | f > t -J- f „ - 4 " r„ .• - ^ H <- " n+i Jn ' *** l ' n ' l 4 ' n 4 ' n - i ' 4 ' ' l 6 

2f f . 

o bien 

'... ' 'n * " R§ - <•„ - - i r f„-, * V f„-2| <"6> 

la cual es la fórmula abierta de Adams de tercer orden. 

De manera similar se obtiene la fórmula abierta de Adams de cuarto orden: 

y = y + Ax |_5=_ f - _59_ f + _3]_ _ 9 
yn+i y n + ÜJC l 24 ' n ^2¿T V i + ^ T fn-2 " 2 4 " fn-3 

(4.37) 
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Estas expresiones abiertas también se conocen con el nombre de fórmulas de 

Adams-Bashforth. Ellas tienen la desventaja de no iniciarse por sí mismas, es 

decir, al comenzar el calculo. Por ejemplo, la ec. 4.30 se conoce f de las 

condiciones' iniciales y = y(x ) pero no a f , se recomienda utilizarlo a 

partir de n = 1. En este caso no se sabe e¡ valor de f , por lo que se 

sugiere aplicar la ec. 4.5 para conocer y y luego con este valor y x +tx 

valuar f , definidas f v f ya no habrá dificultad de utilizar la ec. 4.30 
i o ' i J 

para n = 2, 3, ... 

La ecuación 4.36 se aplica a partir de n = 2 y pero ello implica valuar 

previamente a f y f partiendo de y y y obtenida por medio de las ees. 

4.24. Al igual para usar 4.37 es conveniente empezar con n = 3 y calcular y , 

y y Y por medio de las ees 4.25, con ellas se obtiene f , f , f . 
J 2 J J 3 ^ 1 * 2 3 

4.6.2 Fórmulas cerradas de Adams 

Sea el desarrollo de la serie de Taylor 

yte-Ax) = y(x) - Axy'te) + - | * - y" (x) - ^— y'"(x)*... 

s i x = x , Ax = x - x , entonces n+i n+i n 

" V = *Vl>- ^ V i 1 + -2T^'(n-+l >" t í - *"'níi >+" 

Como en el subcapítulo 4.4; y ' = f , y " = f' , y ' "= 
n+i n+i n+i n+i J n+l 

f" . . .etc 
n+l 

y resolviendo para y , se encuentra 
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2 3 
Ax f , + ¿x f ( , _ ¿x j . , , , + V i ~ y n + i x | V i 2 'n+i ' 3 ! 'n+i 4 ! 'n+i 

(4.38) 

Como antes, si se considera hasta la primera derivada 

Ax 
y = y + Ax í f - -=P— f' 

n+i J n n+i 2 n+i 
(4.39) 

Despreciando los términos de segundo orden, de 4.29 se tiene 

r n+i 

f - f n+i n 
Ax (4.40) 

Al s u s t i t u i r 4.40 en 4.39 y s implif icando 

y = y + Ax | _L f +—Lf n+i •'n I 2 n+i 2 n (4.41) 

esta ecuación corresponde a la fórmula cerrada de Adams de segundo orden. 

Siguiendo un razonamiento semejante a los del inciso 4.6.1 se obtienen las 

fórmulas cerradas de Adams de tercer orden (4.42) y cuarto orden (4.43). 

y = y + Ax 
' n+ i n 

í _5_ f + _ ^ f _ J L r 
[ 12 n+i 12 n 2 n- i 

(4.42) 

y = y + Ax 
Jn+i ' n 

24 n+l 24 n f + 
24 n - i 24 n-2 

(4.43) 

Se observa que en las ecuaciones cerradas* aparte de la dificultad de no 

iniciarse por sí mismas, no se conoce f , por lo que se propone 

resolverlas por iteraciones, y una vez que ya no haya problema con el 
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principio (ver inciso 4.6.1), se resuelvan por aproximaciones sucesivas 

proponiendo un valor de y con el cual se valúa f y al sustituir en la 
^ K J n . i n+i 
fórmula cerrada en cuestión se obtiene y , si este es suficientemente 

J n + i 

aproximado' al supuesto se ha encontrado y y se continúa con el siguiente 

Ax; en caso contrario se necesita escoger otro valor de y y se repite el 

proceso. 

4.7 Método Predictor-Corrector 

Una ventaja de las fórmulas cerradas de Adams es su precisión, sin embargo, 

en ocasiones el proceso iterativo se hace largo y se contrarresta esta 

ventaja. Cuando el valor propuesto a y no es muy diferente del correcto , 

el número de iteraciones se reduce en forma importante, lo que hace útil la 

fórmula cerrada. 

De esto se desprende la idea de escoger un valor inicial de y adecuado. 

Para ello se sugiere utilizar una ecuación abierta. Esta ecuación serviría 

para "predecir" el valor de y con el cual se comienzan las iteraciones. 
n+i 

Luego con éste se emplea la fórmula cerrada. Como en cada iteración se mejora 

el valor de y se dice que se está "corrigiendo". Por esto, a esta clase de 

procedimientos se les conoce con el nombre de "métodos predictor-corrector". 

En la fig 4.6 se muestra la forma de utilizar estos métodos. 

También se ha observado que incluyendo una ecuación que modifique la 

estimación del predictor, el número de iteraciones se reduce. Para esta 

variante, el diagrama del método predictor-corrector queda como se muestra en 

la fig 4.7. 

Entre los métodos predictor-corrector se anotan los siguientes: 

Método de Adams 

Predictor: 
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;o) , f 55 . 59 , 37 r 

y = y +Ax --̂ ,¿ - f ^-r- f + - . - f 24 n 24 n - i 24 n -2 24 n -3 

( 4 .44) 

C o r r e c t o r : 
t j * i > , Í 9 . . . . 19 _ 5 . ^ 1 ~ 

V l = yn + AX[-2A- f n + i ( j ) + ~2T V ~2T fn-i+ ST fn-2 

(4.45) 

(Estas ecuaciones ya fueron discutidas en el subcapítulo 4.6, corresponden a 

las 4.37 y 4.43). 

Método de Milne 

P r e d i c t o r : 

y = y +Ax ¡ —s— f — — f + 
n + ' n 3 n 3 n 3 n - i 

(4.46) 

C o r r e c t o r : 

( j + l ) „ ( • ! * • , - i 4 r ] r * 
y = y +Ax(-=- f j +• -=— f + - ^ - f ) 
' n + i J n 3 n+i J 3 n 3 n- i 

(4.47) 

Método de Hamming 

P r e d i c t o r : 
( 0 ) 

V i = y + A x | - ^ - f -J n - 3 3 n 
fn-,+ 4 - fn-2) (4 .48) 

M o d i f i c a d o r : 

~ ( 0 ) 

n+i 

(o) 112 
V i 121 

( 0 ) 

y - y 
Jn J n 

(4.49) 

C o r r e c t o r : 

J+ i ) 1 
+ 1 0 (9y -y )+ Ax(-5_ f (j)+ -%- f " - § - f ) 8 Jn J n - 2 8 n+i J 8 n 8 n - i 

(4.50) 
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Se observa que las formulas predictor no se inician por si mismas ( ver 

comentarios a las formulas 4.36 y 4.37) Para disponer de los valores 

iniciales necesarios para su aplicación se recomienda utilizar el método de 

Runge-Kutta de cuarto orden. 

PREDECIR 
( O ) 

* n + l 

CALCULAR 

, 1 0 1 , , (O) . 
f n + i s f l " n + l . y n + , ' 

J = 0 

CORREGIR 

< j + I ) 
y r > + I 

CALCULAR 

(J + I ) - (J ) 
n + -" Mx n + | . * „ + , ) 

y n+ l - y n + | I <€ 
NO J + - J + I 

, [ J+D 
y

n + l * ~ ~ ' n H 

CONTINUAR CON EL SIGUIENTE INTERVALO x 

SE USAN LAS FORMULAS PREDICTOR - CORRECTOR 

Figura 4 6 Diagrama de bloques del método Predictor-Corrector 
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MODIF ICAR A y n ' + V 

PARA OBTENER *y ^ ° + \ 

C A L C U L A R 

f i o i _ t l x - 1 0 ) , 
rn + i l n + t - y n 4 I 

J = O 

C O R R E G Í R 

( j + I 1 

V i 

C A L C U L A R 

n + l n n 

y n + l y n + I ' 

^ ( J + l ) 

NO i J «- j + I 

CONTINUAR CON EL SIGUIENTE INTERVALO Ax 

SE USAN LAS FORMULAS PREDICTOR, MODIFI CADOR CORRECTOR 

Figura 4.7. Diagrama de bloques del método Predictor-Modificador-Corrector 
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Una de las ventajas de los métodos predictor-corrector estriba en el hecho de 

que casi siempre se requiere una iteración y que, por lo tanto, se requieren 

menos cálculos que en los métodos de Runge-Kutta (nótese que para el método 

de Adams se requiere calcular y (0) y con este f (0) mientras que para 
^ Jn+i n+i 

las ees, 4.25 se necesita valuar k , k , y k , lo que implica más operaciones 

aritméticas). 

También los métodos predictor-corrector tienen un aspecto a su favor en lo 

referente al cálculo de error que se comete con ellas, pues la forma de 

determinar este error es simple. 

4.8 Método de parámetros indeterminados 

Dentro de esta categoría de procedimentos se agrupa el método basado en el 

cálculo de variaciones (Ritz) y el de Galerkin. 

4.8.1 Método de Ritz 

Cuando un alambre doblado en forma de una circunferencia se introduce en una 

solución jabonosa y se extrae, se observa que se produce una delgada película 

de jabón formando una superficie. Este experimento inspira el siguiete 

problema: 

Dada una curva cerrada encontrar la superficie limitada por la misma de modo 

tal que su área sea mínima cumpliendo con ciertas condiciones. 

En cálculo diferencial se estudia cómo encontrar un punto donde la función es 

máxima o mínima. Ahora no se desea definir un punto, sino una función que 

cumpla con ciertas condiciones que haga máxima o mínima una propiedad; esto 

último se estudia por medio del cálculo de variaciones. 

Algunos de los problemas del cálculo de variaciones consisten en encontrar la 

función (curva) que une dos puntos dados y que minimiza o maximiza una 

integral. 
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Ejemplo 4.3. 

Encontrar el arco y(x) que pasa a través de los puntos (0,1) y (1,2), que 

minimiza 

- i 

J = i +y 
,2 

-dx 

Generalizando, se desea encontrar una función yte) tal que y = 

y (x ) de manera que para una función dada F(x,y,y') la integral 

y í^ ) y 

j = F ( x , y , y ' ) dx (4.51) 

sea máxima o mínima. La integra! que toma un valor numérico para 

ciertas funciones y(x) se llama funcional. 

Para encontrar la función y(x) se propone que forme parte de la 

familia de funciones 

donde 

Y(x ) = y ( x ) + CT) (X) 

Tí tx^ = T J ( X 2 ) = 0 

entonces 

Yte) = y ( x ) + ETI(X) 

Y ' ( X ) = y ' ( x ) + e-n'(x) 

(4.52) 

(4.53) 

(4.54) 

(4.55) 

se tiene que para e = 0 se tiene la función que hace mínima a 4.51 si se 

reemplaza y y y' en 4.51 respectivamente por Y y Y', se forma la integral: 
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- x. 
J ( e ) = f ( x , Y , r ' ) d x (4.56) 

Para encont rar un ex t remo (máximo o mínimo) de J (e) , se deriva respecto a 

se iguala a cero, t a l como sucede en el cálculo diferencial , asi : 

d J ( c ) 
de 

rX-

X 

d¥ dY 3F dY' 
dY de dY' de 

)dx = 0 (4.57) 

y el mínimo es p recisamente cuando: 

d J (O) 
de = 0 (4.58) 

según 4.54 y 4.55 

dY 
de 

3Y' 
de 

ute) 

Í ) ' ( X ) 

(4.59) 

(4.60) 

considerando 4.59, 4.60, 4.54 y 4.55 p a r a e = O, se t iene: 

a j ( o ) 
de 

, 3F SF , , , (4.61) 

r*, 
_9F_ 
dy 

i} d x + 
3 F 
dy 

- i»' dx 

integrando por p a r t e s la segunda integral 



~x 
_3F 
dy 

T} ' d x = 
5F 
dy' J x 

dx 
3F 
fly* 

dx 

3F . , 3F , , 
V dx [-SH dx 

por 4 .53 

dy 
, 7) 'dx = -

dx m dx (4.62) 

sus tu tuyendo 4 . 6 2 en 4 . 6 1 
f x - , 

3F 
J ( 0 ) = ( dy dx KH )dx 

por un teorema del cálculo d i ferencial que dice "Si i)(x) G(x) dx = 0 

para x >x , siendo (x) continua entre x y x , y vjte )= 0, TJ(X )= 0; 

entonces Gte) = 0 entre x y x " 

3T <-£r>= 0 
dy dx dy' 

Esta es la llamada "ecuación diferencial de Euler-Lagrange". 

Lo anterior es muy importante porque se afirma que cada funcional tiene 

asociada una ecuación diferencial de Euler-Lagrange, de ta l manera que la 

función y(x) que hace máxima o mínima a la integral ¡también es la solución 

de la ecuación de Euler-Lagrange!. En otras palabras, para resolver una 

ecuación diferecial se puede buscar su funcional y al hacerlo máximo o mínimo 

se encuentra la solución de la ecuación diferencial. Esto último precisamente 

proporciona un método de solución de la ecuación diferencial. 
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Ejemplo 4.4. 

Resolver la ecuación -yy" = 1+y' , donde y es tal que y(0) = 1 y y(2) = 1. 

Para obtener su solución se puede hacer mínimo su funcional 

„i 

J = 

"o 
/ 

ÜLJ1 «u 

El método de Ritz se resume en los siguientes pasos: 

1.- Proponer el funcional asociado a la ecuación diferencial, 

y ' = f ( x , y ) , sea este 

J = 

donde 

2 

F ( x y , y ' ) d x (4.63) 
x 

y ( x i 1 = y i • y*x2*= y2 t 4 - 6 4 ) 

2. Escoger un conjunto de funciones llnealmente independientes u te), 

u (x) u (x) tales que u (x) satisface las condiciones 4.64 y u (x), 
i n o i 

u (x),...u (x) se anulan en te ,y ) y (x ,y ). 
2 n 1 1 2 2 

3. Formar la ecuación aproximada 

y = u (x) + a u (x) + a u te) + ... +a u (x) (4.65) 
0 1 1 2 2 n n 

4. Sustituir 4.65 en 4.63 e integrar. El funcional queda entonces en términos 

de a , a , . . . ,a . 
1 2 n 

5. Encontrar a , a a que hace mínimo el funcional. 
1 2 n 

6. Sustituir los valores obtenidos en la ec. 4.65, con lo cual queda 
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definida la solución aproximada. 

4.8.2 Método de Galerkin 

Como no siempre se dispone del funcional se ha propuesto otro método basado 

en el principio de ortogonalidad de funciones, el cual dice que dos funciones 

linealmente independientes p(x) y q(x) tales que cumplen con : 

^ 2 

p(x) q(x) dx = 0 
x 

- i 

son ortogonales en el intervalo x Í x £ x 
i 2 

El método de Galekin consite en los siguientes pasos: 

1. Sean la ecuación diferencial 

L(y) - f(x) = 0 (4.66) 

y 

y ( * ) = y1 y y(-*2) = y 2 (4.67) 

2. Escoger un conjunto de funciones linealmente independientes u (x), u (x), 

u (x),...u (x) donde u (x) satiface las condiciones de ,4.67 y u (x), 
2 n 0 1 

u te),..., u (x) se anulan en (x ,y ) y (x ,y ). 

3. Se forma la solución 

y = u (x) + a u (x) + a u (x) +.... + a u (x) (4.68) 
0 I I 2 2 n n 

4. Sustituyendo 4.68 en 4.66 

L tu (x)+a u (x)+ a u (x)+...+ a u te)] - f(x) = R(x) 
0 1 1 2 2 n n 

5. Las constantes a(, a^,.. .a se encuentran al considerar que R(x) es 
1 2 "n 
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* 

ortogonal con las funciones u (x), u (x),...u (x). 
1 2 n 

Esto es 

r 

2 R ( x ) u (x) dx = 0 
i 

R(x ) u (x) dx = 0 (4.69) 
X 2 

1 

R(x) u (x) dx = 0 
J x 

1 

6. Al resolver el sistema de ecuaciones 4.69 se encuentra a , a , . . . a . 
1 2 TI 

7. Sustituir los valores de a , a .... a en 4.68, con lo cual queda definada 
1 2 n 

la solución aproximada. 

4.9 Ecuaciones diferenciales de orden mayor a uno 

Una ecuación diferencial de orden mayor a uno o un sistema de ecuaciones 

diferenciales que involucran algunas derivadas de orden alto, puede 

reducirse a un conjunto de ecuaciones de primer orden haciendo un cambio de 

variables simple. La ecuación de orden n: 

y<n) = f (x ,y ,y ,y" , . . .y ( n - 1 ) ) (4.70) 

se transforma haciendo 

y = £ * c 

y ' = g . 

"o 

1 

y = * i = * 2 

(4.71) 
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• 

y" ' = g" = g* = g 
J £ 1 6 2 S 3 

(ni , - , , , (n-l) 
y = -..= g = tíx.y.y ,y ' , . .-,y 

n- l 

Las ecuaciones 4.71 constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales 

ordinarias de primer orden y de cada una de ellas se puede resolver con 

cualquiera de los métodos descritos- El cálculo se hace en paralelo, es decir, 

se realiza el cálculo para el primer Ax para todas las ecuaciones antes de 

pasar al siguiente, y así sucesivamente. 

Asi por ejemplo, en lugar de manejar la ecuación 

3 2 
b (x) - 1 ^ 1 + b ( x ) - ^ + b (x) - ^ - + b (x) y = R(x) 

0 , 3 1 . 2 2 , 3 dx dx dx 

se proponen l a s t r e s e cuac iones 

dy 
-35T = g . 

d g t 

dx g 2 

dg 
2 

dx b Q (x ) 
ÍRÍxJ - M x l g , , - b 2 ( x ) g i - b 3 ( x ) y 1 

y si se utiliza el método de Euler para cada una de ellas, se tendría 

Vi= y
n
 + g i A * 

n 

Vi = g l + g2 * * 
n n 

g 2 " g2 + T 
n+l n O n 

V>[Rtv-v^-v^i-wy] 
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En el caso especial del método de Runge-Kutta de cuarto orden, para el caso 

de dos ecuaciones ordinarias de primer orden, se obtiene el conjunto de 

ecuaciones siguientes cuarto. 

Sea - g - = f ( x , y , u ) (4.72) 

d u = h (x ,y ,u ) (4.73) 
dx 

donde y y u son conocidas para x = x . En particular, las fórmulasde 

Runge-Kutta se generalizan como se presenta a continuación 

y = y + A x ( - i - k + -±- k +-4¡- k +-^- k ) (4.74) 
J n+ i Jn 6 i 3 2 3 3 6 4 

u = u +i)f(—r- m + =— m +—=— m +—7— m ) (4.75) 
n + i n 6 i 3 2 3 3 6 4 

con 
k = f ( x ,y , u ) (4.76a) 

1 n n n 

k = f ( x + -^¡-, y + - 4 - &xk , u + - J - Axm ) (4.76b) 
2 n 2 n 2 1 n 2 1 

k = f ( x + -^¡-, y + - 4 - Axk , u + - 4 - Axm ) (4.76c) 
3 n 2 J n 2 2 n 2 2 

k = f ( x + Ax, y +Axk , u + Axm ) (4.76d) 
4 n ' ; n 3 n 3 

m = h(x ,y , u ) (4.77a) 
1 n ^n n 

V h ( V - r - y n + 4 - A j c k i - " n
+ - ^ A x m

1
) (4-77b) 

m 3 = h t V " 2 ^ , y n + ~T txkz' U n + 4 " ¿ X m 2 ' ( 4 - 7 7 c ) 

m = h (x + Ax, y * Axk , u + Axm ) (4.77d) 
4 n ' ; n 3 n 3 

91 



De manera semejante puede usarse cualquiera de las otras fórmulas de los 

otros métodos. 

Ejemplo 4.5. 

Para conocer el funcionamiento de un pozo de oscilación se utilizan las 

ecuaciones dinámica y de continuidad que respectivamente son 

dQ. gA. 

d t ( z - c Q j O j ) 

dz 
d t :Q - o ) 

t V 

En la siguiente figura se incluye el significado de las literales a excepción 

de c que es un coeficiente que incluye las pérdidas de carga por entrada al 

tanque h , fricción h y entre el túnel y el tanque h , y t es el tiempo. 

Para una maniobra de cierre instantáneo se considera que Q , el gasto en la 

válvula, es igual a Q si t i O e igual a cero si t> 0 

í 

Variables del problema de un pozo de oscilación 
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con Q = 0 si t> 0 y Q = 0 si t í 0. 
V V 0 

Las ees 4.76 y 4.77 se aplican considerando como funciones de f y h a las 

anteriores, 'en la inteligencia que para n = O, Q =Q y que para n = I, 2,-.. 

Q = O, Para demostrar como se hace esto supóngase que se quiere calcular k 

y m para n > 0, de modo que 

BA 

k = —r^~ f(z + 4 " A t m I" C (Q. + 4 - " k ) I (Q (
 + " 4 " A t k , ' l l 2 L | ^ n 2 I t ¿ 1 ' t ¿ * J 

m 
2 

= -x- [ Qt * 4- At k, - ° ] 

Se aprecia que Q corresponde a y, z a f i y t a x e n las ecuaciones del 

método. 

4.10 Errores en tos métodos numéricos para resolver ecuaciones diferenciales 

En la solución de las ecuaciones diferenciales se entenderá que la 

diferencia entre la solución exacta de la ecuación diferencial ( aquella 

obtenida por métodos analíticos con todas las cifras dicimaies ) menos la 

solución obtenida con un método numérico con un número limitado de cifras 

corresponde al error total Ete). 

Ete) = S(x) - P(x) (4.78) 

donde 

Ste) es la solución exacta 

P(x) es la solución mediante el método numérico con un 

número limitado de cifras. 

Introduciendo Q(x), la solución mediante el método numérico con todas las 
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cifras necesarias en la ec. 4.78: 

Ete) = Ste) - Q(x) + Qte) - Pte) 

Llamado error de truncado o discretización a D(x) = S(x) - Q(x) y error de 

redondeo a R(x) = Qte) - P(x) se tiene 

E(x) = D(x) + R(x) (4.79) 

P Ax Mg ERROR 
"A7 + 2 TOTAL, 

AxMg ERROR DE 
2 TRUNCADO 

P ERROR DE 
üx REDONDEO 

Ax ÓPTIMO 

Figura 4.8. Comportamiento del error total 

En la elección del tamaño del intervalo de integración Ax aparecen 
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involucrados estos errores, ya que por un lado , al asignar un valor "grande" 

a Ax se comete un error de truncado grande (a continuación se discute porqué) 

y si por otra parte se escoge, uno muy pequeño puede haber error mayor, por 

despreciar ' cifras decimales significativas para números pequeños (error de 

redondeo), fig. 4.9. 

La elección del valor óptimo de Ax no es sencilla, lo más usado en la 

práctica es escoger un Ax relativamente pequeño y aplicar el procedimiento 

numérico, luego se toma otro Ax menor y se utiliza el método otra vez; si los 

resultados no difieren mucho, se acepta alguno de los cálculos como bueno; en 

caso contrario, se escogen otros dos valores de Ax; sí no se llega a un 

resultado adecuado se suspende el cálculo y se evalúa si conviene probar 

otro método numérico diferente. 

En atención al error de truncado, la ec. 4.8 dice: 

yn+. = yn + ^ ' U n ' + ̂ y" {x ' + §f"y"V > + " 

Al compararla con la ec. del método de Euler, se observa que ésta no toma en 

cuenta los términos de segundo orden en adelante de la serie, es decir, la ec. 

4.8 se ha truncado y ello implica un error de ese tipo. 

Según la serie de Taylor, el error de truncado es tal que: 

Ax 2 (4.80) 
2 

max 

con 

X í £ s X n n+i 

Suponiendo que: 

Dte) £ d y (g ) 

d x 2 

95 



d y (g) 

dx 2 
- M 

En el primer intervalo de integración el error de truncado es 

, _ w ( i ) Ax 
d t = M ^ — 

En el segundo intervalo vuelve a aparecer un error de truncado. Sea 

j _ wí2> DX d 2 - M -^-

suponiendo que M = M = M para cualquier iteración se tiene que 

di = M Ax 

, , . . Ax . , Ax 
d2 + d 2 = M "I- + " S - = M Ax 

también 

d + d + d 
1 2 3 

3 w » 2 

T M 4 x 

y así sucesivamente, hasta que en la iteración N (N >3) el error acumulado 

vale 

d+d +d +...+d = N - ^ - Ax2 

1 2 3 N 2 
(4.81) 

Por otra parte: 
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^ 

x = x + Ax 
i o 

x = x + A x - = x + 2Ax 
.2 i o 

x = x + Ax = x + NAx 
K N - l 0 

de esta última ecuación 

N = —A — (4.82) 
Ax 

Sustituyendo 4.82 en 4.81 

s i 

d + d + d + . . . + d = ( x - x ) MAx 
1 2 3 N N 0 2 

d = d + d + . . . + d 
T 1 2 N 

M = (x - x ) M 
2 N 0 

entonces el error acumulado de redondeo es 

dT = " 2 — M2 (4.83) 

Y se afirma que en el método de Euler el error acumulado de truncado es 

proporcional al tamaño del intervalo de integración Ax. En general, se ha 

notado que este error, tratándose de ecuaciones diferenciales ordinarias es 

más importante. 

Se puede demostrar o encontrar en textos especializados los errores 

acumulados de truncado para cada uno de los métodos aquí descritos. Según la 

potencia a la que aparece Ax en la expresión del error se dice el "orden del 

método", que tendrá un menor error de truncado mientras mayor sea el orden 

(Ax , si Ax es menor que 1 es mejor que Ax). En la tabla 4.1 se reporta el 

orden de algunos métodos. 
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**• 

Método Orden 

Euler 1 

Euler "Modificado 2 

Heun 2 

Nystrom 2 

Serie de Taylor 2,3,4,..según el número de términos 

Runge-Kutta 2,3,4,5 

Adams 2,3,4,5 según se especifique 

Pred i c t o r -Correc to r 2 , 3 , 4 , 5 

Tabla 4.1. Orden de algunos métodos 

4.11. Ejemplos 

Ejemplo 4.6. 

Calcular el transito de una avenida a través del almacenamiento mostrado en 

la fig. 4.9. Se sabe que el gasto de la avenida es constante e igual I = 10 

m / s y que el gasto que sale del almacenamiento está dado por la ecuación: 

Q = C a / 2 g h = 5h (mVs) (4.84) 

2 

El área de la base del almacenamiento es de 100 m . El nivel en el 

almacenamiento al tiempo t = 0 s es de h = 16 m. 

Solución: Se t ra ta de resolver la ecuación de continuidad: 

dV 

como 

así 

d t = I - Q 

V= A(h + 6) 

dV = A dh 

dh I - Q 
dt A 

sustituyendo valores y la ecuación del gasto de descarga. 
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sustituyendo valores y la ecuación del gasto de descarga. 

1: I0m3/S 

Figura 4.9. Depósito con orificio 

dh 
dt = 0 .1 - 0.05 / (5.85) 

La solución consiste en resolver esta ecuación diferencial ordinaria no 

lineal 
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A) Obtención de la solución exacta de la ecuación diferncial; 

dh 
d t 

= 0.1 - 0.05 V 

Por separación de variables: 

dh 
= dt 

0 . 1 - 0 . 05 Y\ 

integrando 

dh 

i . l - 0 . 0 5 Y: 

= dt + c 

s i 

asi: 

x « / h 

x 2 = h 

2x dx = dh 

dh 

i . l - 0 . 05 / : 

2xdx 
0 .1 - 0 . 0 5x 

= -2 
xdx 

0 . 05x - . 01 

como 

x dx 
a x + b 

b ln (ax + b) 
— 2 a 

entonces 
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x dx _ [ x _ 0 . 1 ln (0.05X-0.1)] 
0.05x - 0.1 L ° - 0 5 0.0025 J 

= - 40x + 80 ln ( .05x- 0.1) 

por lo tanto 

dJ1 „ _ . = _4o / h - 80 ln ( 0 . 05 /h - 0.1) = 

• 0.1 - 0 . 0 5 / h 

= t + c 

como h = 16 para t = 0 

c = 0 - 40 / l 6 - 80 ln (0.05 / l 6 - 0.1) = 24.20287 

la solución es: 

t = - 24.206807 - 40 / h - 80 ln (0.05 / h - 0.1 ) 



B) Comparación de los resultados del Método de Euler en distintos intervalos 

de tiempo y la solución exacta. 

t iempo At=l ñt=2 ñ t=3 At =4 EXACTA 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

2 0 

2 1 

15.9 

15.80063 

15.70188 

15.60375 

15.50624 

15.40835 

15.31308 

15.21742 

15.12237 

15.02793 

14.93410 

14.84088 

14.74826 

14.65624 

14.56483 

14.47401 

14.38378 

14.29415 

14.20511 

14.11667 

15.8 

15.60251 

15.40751 

15.21498 

15.02492 

14.83730 

14.65211 

14.46933 

14.28894 

14.11093 

15.7 

15.11690 

14.83369 

14.55598 

14.28369 

14.01679 

14.01679 

15 

15 

14 

14 . 

14 . 

6 

21006 

83006 

45987 

1223 

15.90031 

15.80125 

15.70280 

15 .60498 

15.50777 

1 5 . 4 H 1 8 

15.31520 

15 .21983 

15 .12507 

15 .03092 

14 .93738 

14 .84443 

14 .75209 

14.66035 

14.56920 

14.47865 

14 .38869 

14 .29933 

14 .21055 

14 .12236 
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C) Comparación de los resultados del método de Euler mejorado y la 

solución exacta. Valores de h . 
n 

t i empo 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

2 0 

21 

A,t = l 

15 .90031 

15 .80125 

15 .70281 

15 . 60498 

15 . 50778 

15 . 41118 

15 .31521 

15 .21984 

15 .12508 

15 . 03095 

14 . 93738 

14 .84444 

14 . 75210 

14 .66036 

14 .56921 

14 .47866 

14 .38871 

14 .29934 

14 .21056 

14. 12237 

At=2 

14 .80125 

15 .60499 

15 .41120 

15 .21986 

15.03095 

14 .84447 

14 .66039 

14 .47870 

14 .29938 

14 .12242 

At=3 

15.70283 

15.41122 

15.12514 

14.84452 

14.56931 

14.29945 

14.03489 

At=4 

15 .60503 

15.21994 . 

14 .84459 

14.47885 

14.12260 

Exac t a 

1 5 . 9 0 0 3 

1 5 . 8 0 1 2 5 

1 5 . 7 0 2 8 0 

1 5 . 6 0 4 9 8 

1 5 . 5 0 7 7 7 

1 5 . 4 1 1 1 8 

1 5 . 3 1 5 2 0 

1 5 . 2 1 9 8 3 

1 5 . 1 2 5 0 7 

1 5 . 0 3 0 9 2 

1 4 . 9 3 7 3 8 

1 4 . 8 4 4 4 3 

1 4 . 7 5 2 0 9 

1 4 . 6 6 0 3 5 

1 4 . 5 6 9 2 0 

1 4 . 4 7 8 6 5 

1 4 . 3 8 8 6 9 

1 4 . 2 9 9 3 3 

1 4 . 2 1 0 5 5 

1 4 . 1 2 2 3 6 
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Ejemplo 4.7. 

Encontrar una solución aproximada de la ecuación y"+y = x la cual pasa por 

(0,0) y (1,0) sabiendo que tiene asociado el funcional 
„i 

J = (y' -y +2xy)dx. 

Solución: (Método de Ritz, inciso 4.8.1) 

Sea la solución del tipo y = u (x) + a u (x), donde u (x ) = 0 y 

u (x) = x - x , ya que u (x) satisface las condiciones y(0) = 0 y y(l) 

la función u(x) se anula en (0,0) y (1,0), es decir u (0) = 0 - 0 = 0 y 

u (l) = 1 - 12= 0. 

= 0, y 

y =. a ( x - x cu 

El problema consiste en encontrar el valor de a con base en la ec a 

y ' = 3 i ( l - 2 x ) 

y" = a 2 ( l - 2 x ) 2 = a 2 ( l - 4x + 4x 2) 

2 2 , 2 _ 3 4 , 

y = a ( x - 2 x + x ) 

2xy= 2a ( x 2 - x 3 ) 

... 0 

sustituyendo las ees. 0 en el funcional 

- i 

J = [ a 2 ( l -4x+4x 2 ) - a Z ( x 2 - 2x3+ 4x 4 ) + 2a ( x 2 - x 3 ) ] d x 

Integrando 
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, 2 . _ 2 3 3 ,1 2 , 1 3 1 4 1 5 , 1 _ , 1 3 1 4 , 1 
J = 3 i Ex-2x + - g - x ] o - a ^ - g - x - - g - x + - g - x 10 ^ a j ^ - x - ^ - x ] o 

j = a
2 [ i - 2 + 3 ] _ a

2 [4 1 4 _ ] + 2 a • 1 * i 
V 4 i 3 2 5 J i l 3 4 

i 2 , 1 , 2 / 1 3 , , 1 , 3 2 1 , _ , 
J = ai ' — ) " a i ( ^ ÍÓ- ) + a i t -5- J - - n r ai + " s - i • - r t 6 ) 

Para hacer mínimo el funcional 

a j = 0 
3a " ^ 

así, con base en la ec. (5) 

3 J
 = 2 a 3 _ + 1 = 0 

da ™ l 10 

3 
5 a i = 

a - -
i 

T 6 • 

1 
6 

3 
18 

entonces una solución aproximada de la ec. diferencial es: 

5 , 2, 

Ejemplo 4.8. 

Encontrar una solución aproximada de la ecuación y " + x = 0 de manera que 

y(l) = 0 y y(2) = - 1 . 
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Solución: (Método de Galerkin, inciso 4.8.2) 

Como no se dispone del funcional se procederá mediante al método de Galerkin. 

Se supone una solución del tipo y = u (x)+a u (x) siendo u (x)= 1-x y 

u (x) = x 2 -3x +2 pues u (1) = 0 y u (2)= - 1; y también u (0) = 0 y u (2)= 0 

de modo que 

y = (1 - x) + a te - 3x+2) ...(a) 

con base en la ec. a 

y' = -1 + a (2x - 3) 

y" = 2 a ...O) 

al sustituir la ec. 3 en la ec diferencial 

2a + x * 0 

2a + x = R(x) 

Por lo que 

R t x l u ^ x J d x = (2a + x ) ( x -3x+2)dx 

2a (x 2 -3x+2) + ( x 3 -3x 2 +2x)dx = 0 
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de modo que 

r 3 

< > -

= 2a (-

a 
i 

3 

3 
a i = " 4 

3 x 2 

2 

1 
6 

— + 

-, , 2 4 

.+ 4 - -

- j - - » 

3 2 
- X + X 

por lo que la solución aproximada es 

y = (1 - x ) + - | — ( x 2 - 3x + 2) 
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5 ECUACIONES DIFERENCIALES PARCIALES 

Una ecuación diferencial parcial es aquella en la cual aparecen derivadas 

parciales dé una función desconocida con respecto a dos o más variables 

independientes. Un ejemplo de una ecuación de este tipo es: 

ax2 a t 

La solución. de una ecuación diferencial parcial en una región R es una 

función definida en esta región R, al igual que todas sus derivadas parciales 

y la función reduce la ecuación diferencial a una identidad en cada punto de 

la región R. Se dice que esta función satisface la ecuación en R. 

El orden de una ecuación diferencial parcial corresponde al mayor número de 

veces que se ha reiterado la derivación de uno de sus términos. 

Una importante propiedad de las ecuaciones diferenciales parciales es la 

linealidad. Por definición, una ecuación diferencial parcial es lineal para 

ute.y) si tiene la forma: 

N M 
_n*m 
3 U V r a (x,y) -2 ±- = g(x,y) , (5.2) 

Lá Li nm _ n _ m 
n = 0 m B o dx dy 

donde a (x,y) y g te.y) son funciones conocidas de x y y; N, M son constantes 

enteras positivas. (Se acepta que d u _ ) cuando g(x,y) = 0 se dice que 

3x°dy° 

también la ec. 5.2 es homogénea. Como en el caso de ecuaciones diferenciales 

ordinarias, el principio de superposición rige para 5.2. Sea el conjunto de 

funciones u (x,y), u (x,y),...,u (x,y), soluciones también de 5.2 para 
i 2 p 

cualquiera de ellas así: 
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M M _n +m 
8 U 

J Y a ix,y) ¡- = 0 j = 1,2,. . ,p 
— _ — „ n _ m 

n = 0 m = 0 3 x dy 

entonces si a , a , . . . ,a son constantes cualesquiera, por sustitución 
1 2 p 

directa en 5.2 se demuestra que 

u = u + a u + a u +....+a u 
1 1 2 2 p p 

también es solución de 5.2. 

Sean las siguientes ecuaciones diferenciales parciales 

x u + u - T T U + 3 u - u = ex+y (5.3) 
xx x y yy X 

- * ! * - • A - = 0 (5.4) 
7 7 

dx dy 

f t t - kf = 0 (5.5) 

u - u - (x+y) 2u = e x (5.6) 
x y y x 

u - u - (x+y)u 2 = e x (5.7) 
x y y x 

f - — f = 0 (5.8) 
x x 2 t t c 

f - ( f ) 2 = f (5.9) 
x x x y 

Son ecuaciones diferenciales parciales lineales, 5.3, 5.4, 5.5, 5.6 y 5.8 de 

estas, son homogéneas 5.4, 5.5 y 5.8. Nótese que 5.7 es no lineal porque la 
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función u(x,y) aparece a una potencia diferente de la unidad y que la 5.9 es 

no lineal porque tiene una derivada al cuadrado. 

Raras veces se puede hacer un proceso formal en ecuaciones no lineales, 

afortunadamente, muchas de las ecuaciones de interés práctico son lineales o 

casi lineales. 

Una clase de ecuaciones que es frecuente encontrar son del tipo 

A - i l l - + B - ^ • C J^S- + D-ÉL. + E JL. + Ff + G = 0 
ax2 dxdy dyz dx dy [5AQ) 

Cuando A, B, C, D, F y G son funciones de x e y, corresponde al caso de una 

ecuación diferencial parcial lineal de segundo orden, como se dijo antes. 

Pero si estas funciones dependen de x , y, f, se dice cuasi-lineal. 

2 

La ec. 5.10 se dice que puede ser de t res tipos según resulten ser B - 4AC 

respecto a cero, esto es, si 

B 2 - 4AC < 0 es elíptica 

B2 - 4AC = 0 es parabólica 

B2 - 4AC > 0 es hiperbólica 

en atención a esta clasificación la búsqueda de la solución puede ser con 

métodos diferentes, como se verá adelante. 

De acuerdo con esto, la e a 5.4 es elíptica (es la ecuación de Laplace), la ec. 

5.1 es parabólica (ec. de calor o difusión) y la 5.8 es hiperbólica (ec. de 

la onda). 

En la ingeniería muchas de las ecuaciones diferenciales parciales son 

difíciles de resolver o bien no están resueltas por métodos analíticos. 

Algunas veces se ha encontrado su solución para condiciones iniciales o de 
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frontera particulares; sin embargo, algunas de estas soluciones no son útiles 

en la práctica Para resolver las ecuaciones diferenciales parciales se puede 

recurrir a varios métodos numéricos 

5.1 Diferencias finitas 

El sustituir las derivadas por cocientes de diferencias en las ecuaciones 

diferenciales hace posible, en muchas ocasiones, encontrar una "solución" 

que si bien no cumple exactamente con la ecuación diferencial, desde un 

punto de vista práctico se toma como tal. 

Los cocientes de diferencias de valores de la función que sustituyen a las 

derivadas se llaman diferencias finitas. 

Considérese la serie de Taylor de una función f en la variable z 

2 . 3 
f (z+Az)=f(z)+f ' (z)Az+f"(z)-=^r '(z)-p--+0(Az4) 

Z b (5.11) 

siendo 0 (Az") el "error de truncado en la serie de Taylor de orden n"; por 

haber despreciado los términos que involucran derivadas de orden n en 

adelante. Por otro lado Az es un incremento del valor de z. 

Si en la ec. 5.11 se considera primero z = x y Az = Ax y luego, z = x y 

Az = - Ax se obtienen las ecuaciones: 

2 3 

f ( x + Ax) = f ( x ) + f (x)Ax+rn[x)-=- +f"[x)-=x-+ 0 (Ax4) 
¿ 6 1 

(5.12) 
2 3 

f ( x - Ax) = f (x) - f ' (x)Ax+ f " ( x ) 4 P - - f " ' í x ) -= | - t - 0 ÍAx4) 
2 6 2 

(5.13) 

Si en las ecuaciones 5.12 y 5.13 no se toman en cuenta los términos de 
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segundo orden en adelante y se despeja a la derivada se obtiene 

. , A , , f , 0 (Ax2) 
f( ) = H x + Ax) - f (x ) i 

Ax Ax (5.14) 

f• U) = fU) - f U 'AX)
 + °

ZT¿) (5.15) 
Ax Ax 

Cuando se eliminan los términos de orden 3 en adelante en las ees. 5.12 y 

5.13, se resta la ec. 5.13 a la 5.12 y se despeja a la derivada de primer 

orden, se llega a: 

r{x) - n x + AX) - f ( x -AX) + __2 — i { 5 U 6 ) 
2Ax 2Ax 

Sean los errores de truncado de las ees. 5.14, 5.15 y 5.16 pequeños, por los 

que al despreciarlos se tiene: 

f ( x ) = f ( x *tx) - f i x ) { 5 t l 4 > ) 

f ' ( x ) = ^Xl - \ \ x - ax' (5.15') 

Ax 

f ( x ) - f ( x 
Ax 

f ( x + Ax) -

- Ax) 

f ( x -Ax ) 
f ' ( x ) = lí* T " " " " " ' (5.16') 

2Ax 

Los numeradores de las ees. 5.14', 5.15' y 5.16' constituyen las llamadas 

diferencias derecha, izquierda y central respectivamente; lo anterior también 

se presenta como 
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Af (x ) = f ( x f Ax) - f i x ) ( 5 I 7 ) 

Ax Ax 

Vf ( x ) = f i x ) - f ( x -Ax ) ( 5 l g ) 

Ax Ax 

of ( x ) = f ( x + Ax j - f ( x - Ax) { S 1 9 ) 

Ax 2Ax 

Los simbolos A, V, 8 también corresponden a operadores sobre f(x). 

Ejemplo 5.1 

Calcular la derivada de f(x) = x en x = 2 por las aproximaciones de 

diferencias finitas a las derivadas para a) Ax = 0.5 y b) Ax = O.í 

Solución: 

f ( x ) = x 3 

f ( x + Ax) = (x+Ax) 

f ( x - Ax) = ( x - Ax)3 

x = 2 

f ( x ) = f(2) = 23 - 8 

a) Para Ax = 0.5 

f ( x + Ax) = f(2+0.5) = (2.5)3 = 15.625 

f ( x - Ax) = f (2 - 0.5) = (1.5)3 = 3.375 

b) Para Ax = 0.1 

f ( x + Ax) = f (2+0.1) = (2 .1) 3 = 9-261 

f ( x - Ax) = f (2 - 0 .1) = ( I . 9 ) 3 = 6.859 

1. Diferencias hacia adelante: 

f t e ) _ n * + *x) - f(x) 
Ax 

1.a) Ax = 0.5 
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f . t 2 > = Jl-625-8 = l 5 2 5 

Lb) x = 0.1 

f l [ 2 ) = ^ 2 6 1 ^ 6 . 8 5 9 = 1 2 6 1 

2. Diferencia hacia a t rás . 

f ( x ) - f ( x - Ax) 
f ' ( x ) = 

Ax 

2.a) ¿x = 0.5 

f>(2) = 8 - ^ 3 7 5 = 9 2 5 

2.b) Ax = 0.1 

f l ( 2 ) = _ 8 _ - _ 6 _ 8 5 9 _ = 1 L 4 1 

3. Diferencia central 

f ( x + Ax) - f (x -Ax) 
f i x ) = 

3.a) Ax = 0 .5 

2Dx 

f ( 2 ) = 15.625 -- 3.375 

3.b) Ax = 0.1 

f ' ( 2 ) - 9 ' 2 6 1 - ^ 8 5 9 - 12 01 i i¿) 2 ( 0 . 1 ) 1 ¿ - U 1 

2 
La derivada exacta corresponde a f '(x) = 3x en x = 2, 

f'(2) = 3 (2)2 = 12 

Se puede observar que en este caso particular la mejor aproximación es la 

diferencia central. Al comparar los resultados para los intervalos Ax, se 

aprecia que conviene utilizar el intervalo menor, como era lógico suponer. 

US 



En la fig 5.1 se representa a la función f te) . En ella se pueden ver t res 

rectas cuyas pendientes corresponden a las aproximaciones de las derivadas 

anteriores; es decir, las pendientes de las rectas AB, BC y AC son las 

aproximaciones con diferencia izquierda, derecha y central. Obsérvese que la 

aproximación con diferencia central se acerca más a la exacta, que aparece 

con línea punteada. 

Cuando se t ra ta con derivadas parciales, las aproximaciones anteriores 

también tienen vigencia, salvo que hay que tener cuidado en modificar a las 

variables requeridas, esto significa, por ejemplo, para una función de dos 

variables, las diferencias hacia adelante respecto a x y t serían: 

ox t 
f ( x + A x . t ) - f ( x , t ) 

At 
(5.20) 

Í-2Í-) = 
1 dx x 

f ( x , t t- At) - f ( x , t ) 
At (5.2i; 

de igual manera se podría obtener las diferecias central o hacia a t rás . 

f (x) 

Figura 5.1. Aproximaciones a la derivada 
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DERIVADAS DE ORDEN DOS EN ADELANTE 

En función de los operadores involucrados en las ees. 5.17, 5.18 y 5.19 

pueden plantearse las aproximaciones a las derivadas de orden dos en 

adelante, sin embargo, es preferible utilizar la serie de Taylor. 

Para mostrar como se obtienen las aproximaciones de las derivadas se 

planteará encontrar expresiones aproximadas para 

* 2 f d 3 f 
y 

dx2 dx3 

Si se suman las ees. 5.12 y 51.3 se tiene: 

f(x+Ax)+f(x-Ax) = 2f(x)+f"(x)Ax + O^Ax )" 

(5.22) 
donde 

0 (Ax4) = 0 (Ax4) * 0 (Ax4) (5.23) 
3 1 2 

De la 5.12 se tiene : 

f»(x) = ftx -Ax) - 2f(x) + f(x +Ax) + 4 

Ax2 

si se desprecia el error 0 (Ax) y se considera que f(x,t> con base en la 

ec. 5.24 se tiene: 

3 2 f _ f(x-Ax,t) -2f(x,t)+ f(x+Ax,t) ( 5 2 5 ) 

2 
dx2 J t Ax 

Por lo que se refiere a la otra derivada de interés. 

Al restar la ec. 5.13 a la 5.12 se tiene: 
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3 
f ( x +Ax) - f ( x -Ax) = 2 f ' (x)Ax + f " , ( x } = ^ + 0 (Ax4) (5.26) 

3 4 

con 
0 (Ax4) = 0 (Ax) 4 - 0 (Ax") (5.27) 

4 1 2 

Si se sustituye en la ec.5.14 en la ec 5.26 

3 
f ( x +Ax) - f ( x -Ax) = 2 f i x +Ax) - 2f(x)+ f ' " ( x ) = ^ - + 0 (Ax") 

3 4 

- O^Ax2) 

Al despejar f ' " (x) 

- - f ( x -Ax) + - f ( x l - i f i x +Ax) O (Ax2) - O (Ax") 
f ' " ( x ) = ^ ?• 3

 + ^ i — 
. 3 3Ax3 

Ax 

(5.28) 

si se desprecian los errores 

f „ , U ) - I H x -Ax) + I f ( x ) - 1 f ( x +Ax) ( 5 2 9 ) 

Ax3 

Las ecs 5.25 y 5.29 son las aproximaciones buscadas. Nótese que al igual que 

con las derivadas de primer orden, pueden plantearse varias aproximaciones a 

las derivadas, como hubiese sido si en lugar de sustituir la ec. 5.14 en la ec. 

5.26 se sustituye la ec. 5.15 en la ec. 5.26. Desde luego, aquí también habrá 

mejores aproximaciones que otras, dado que mientras más chico sea el error de 

truncado la diferencia entre la derivada y el cociente de diferencias será 

menor y se hará una más adecuada aproximación (desde el punto de vista de 

discretización, como se discutirá después). 
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Ecuaciones diferenciales parciales parabólicas. 

Sea el problema de flujo con potencial mostrado en la fig 6.2. Se desea 

calcular lá- posición de la línea de saturación Q'PQ en el transcurso del 

tiempo. 

La ecuación diferencial que describe el problema es: 

3h 2 3 2 h / c on» 
= a (5.30) 

siendo 

at . 2 
dx 

a
2= JEÍL (5.31) 

donde 

k coeficiente de permeabilidad 

s rendimiento específico (cociente, del volumen que puede 

drenar entre el volumen total de,la.muestra). 

h nivel promedio- en el espacio y el tiempo de h. 

Se puede ver que se t r a t a de una ecuación diferencial lineal' de segundo orden 

parabólica, ya que al comparar la ec. 5.30 con la ec. 5.10 se tiene: 

A = a2 

B = 0 

C = 0 

B2 - 4AC = 02-4a2(0) = 0 

Se ocurre sustituir las derivadas de la ec. 5.30 por diferencias finitas. Si 
2 

se representa a 3h en función de una derivada hacia adelante y 3 h por 

una ecuación similar a la 5.24, se obtiene: 

119 



„ 
-> 

Figura 5.2. Problema de flujo entre drenes 

h(x,t+Ax) - h (x , t ) _ 2 h(x-Ax.t) -2h(x,y)+ h(x+Ax,t) , . 
At , 2 

A x 

Con objeto de simplificar la escritura se propone la siguiente notación: 

x = mAx x + Ax= (m+l)Ax x-Ax = (m-l)Ax 

t = pAt t +At = (p+l)At 

h(x,t) = h(mAx,pAt) = h 

m,p 

de modo que la ec. 5.32 se puede escribir: 

h -h h - 2b +h 
m,p+ l m , p _ Z m -1 , p m,p m+l,p (5 33 ) 

A t , 2 
Ax 

o bien: 
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h = Ah +(l-2A)h + Ah (5.34) 
m , p » l m - l , p m , p m+1> p 

siendo: 

A = - i ! * í - (5.35) 
Ax2 

Para cálculos con calculadora o para la escritura de un programa de cómputo 

es útil representar la ec. 5.31 por la "molécula" de la fig. 5.3. En la 

molécula aparecen en los "átomos" los coeficientes de distintos valores de la 

función. 

m - l , p m, p m+l, p 

Figura 5.3. "Molécula de cálculo" de la ec. 5.31 

Ejemplo 5.2 

Para la aplicación de la ec. 5.34 considérese que en la fig. 5.2 la longitud 

L se divide en cuatro tramos de longitud Ax, en x= 0 y x = L la carga h es 

nula en todo tiempo y las cargas en el tiempo t = O son en x = Ax, h = 1.5; 

en x = 2Ax, h = 2 y en x = 3At h = 1.5, At = 1 s y a2/Ax2 = 0.5 1/s. 
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Así se tiene A = 0.5 y 

h = 0.5 h + 0.5h 
m,p+l m-l,p m+l,p 

Para m =1 ; p = I 

h = 0.5h +0.5h = 0(0.5)+(0.5)2 = 1 
1,2 0,1 2,1 

Para m = 2, p = 1 

h = 0.5h + 0.5h = 0.5(1.5)+0.5(1.5) = 1.5 
2,2 1,1 3,1 

Para m = 3, p = 1 

h 2 3 = 0.5h2i+ 0.5h4 = 0.5(2) +0.5(0) = 1 

De esta manera, se han obtenido los valores consignados en la siguiente 

tabla: 

m=0 m=l m=2 m=3 m=4 

0 

'1 

2 

3 

4 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

I .5 

1 

0 .75 

0 .50 

0 .375 

2 

1 . 5 

1 . 0 

0 . 7 5 

0 . 5 

1 . 5 

1 . 0 

0 .750 

0 . 500 

0 . 375 

0 

0 

0 

0 

0 

Así, en el tiempo t = 4 s, las cargas serían 

AX 2AX 3AX 

Figura 5.4. Variación del nivel entre drenes 
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Hasta aquí todo parece sencillo, sin embargo, cuando se escoge un intervalo 

de tiempo At = 2s a efecto de llegar con menos cálculos al tiempo t = 8s, 

sucede que A = 1 y entonces: 

h =h -h +h 
m,p+l m ,p- l m,p m.p+1 

y por tanto 

t p m=0 m=l m=2 m=3 m=4 

0 

2 

4 

6 

8 

0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

1 . 5 

0 . 5 

0 . 5 

- 0 . 5 

1 

2 

1 

0 

0 . 

- 1 

5 

. 5 

1 .5 

0 . 5 

0 . 5 

- 0 . 5 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

Se aprecia que las cargas suben y bajan, y no corresponden al problema 

físico. Por lo que se destaca la importancia de la selección del intervalo de 

' tiempo, pues a veces no se está encontrando una solución aproximada a la 

ecuación diferencial. 

La ea 5.34 recibe el nombre de esquema de diferencias explícito, en la 

ecuación sólo aparece una incógnita y para valuarla no se necesita resolver 

sistema de ecuaciones alguno. 

Siguiendo con la solución de la ec. 5.30, si ahora la segunda derivada 

respecto a la distancia se representa como: 

f — 1 
i dx2 Jt=t+ 

h - 2h + h 
m - l , p + l m , p+1 m+l ,p+l 

Dt A x 2 
(5.36) 

y la derivada respecto al tiempo se aproxima como antes, o tra versión en 
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diferencias finita;, de 5.30 es: 

h - h h + 2 h + h 
m.p t l m,p _ 2 m-l,p+l m,p+l m+l.p+1 

At . 2 
Ax 

o bien: 

Ah - (l+2A)h + Ah = - h (5.37) 
m - l , p + l m , p + l m + l , p + l m , P 

siendo: 

Ejemplo 5.3 

A = 
a2At 

Ax2 
(5.38) 

Para la fig 5.4, también con L = 4Ax y las mismas condiciones de frontera 

del ejemplo 5.2; el esquema 5.37 se plantea de la siguiente manera: 

Para p = 0 

m = 1 Ah -(1 + 2A)h + Ah = -h 
0,1 1,1 2,1 1,0 

(5.39) 
m = 2 Ah -(1 + 2A)h + Ah = -h 

1,1 2 ,1 3,1 2,0 

m = 3 Ah -(1 + 2A)h + Ah = -h 
2,1 3,1 4,1 3 ,0 

como por las condiciones de frontera, h =h = O, las ees. 5.39 forman un 
0,1 4,1 

sistema de ecuaciones lineales con incognitas h ,h y h , para conocer 

su valor se necesita resolver tal sistema en cada tiempo. 

Los esquemas de diferencias finitas como el de ees. 5.39 se llaman implícitos 

porque en ellos aparecen más de una incógnita y por lo tanto para conocer su 

valor se necesita resolver un sistema de ecuaciones. 
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Para la ec 5.37 la molécula de cálculo aparece en la f igura s iguiente 

-1(1 - 2A) 

m - l.p + 1 m,p + 1 

-1 

m + l ,p + 1 

m,p 

Molécula de cálculo de la ec. 5.37 

La ec. 5.39 se puede escr ib i r en forma mat r ic ia l como: 

: i -2A) A 

A - (1 -2A) 

O A 

O 

A 

- (1 -2A) 

i , i 

2 , 1 

h 
L 3 , 1 

-h 
i 

-K 
-h 

1 ,0 

i 
2 , 1 

3 , 0 J 

o en forma abreviada: 

[A) (h I = - lh ] 
i o 

a resolver el s i s tema an te r io r se conoce [h ]; p a r a el s iguiente in tervalo 

d' t iempo. 

IA] [h2] = - [ h j 

n levamente al resolver el s is tema, se obtiene [h 1, y as í se puede proseguir 
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hasta el tiempo de interés. 

Dos comentarios adicionales sobre este esquema son: 

a) Este problema se puede simplificar si se toma en cuenta la simetría y se 

resuelve solo la mitad de x = 0 a x = con lo cual se reducen las 
2 

incognitas (aunque requiere cambiar la condición de frontera derecha) 

b) El sistema de ecuaciones anteriores se puede resolver mediante el método 

de la matriz inversa, así: 

h = fA]"l[-hoI 

h2= [Ar ' t -hJ 

h = [Ai _ 1 [ -h ] 
p + i P 

y entonces la matriz inversa se calcula solo una vez, para p = 0, y luego 

para p =1,2,3,...ya sólo se efectúa el producto de ello para el vector 

obtenido previamente. 

Ejemplo 5.6 

Para drenar un terreno de cultivo se han hecho dos canales paralelos a una 

distancia de L = 16m. El suelo tiene un rendimiento específico de 0.10 y un 

permeabilidad de 0.2 m/hr. El nivel freático promedio es de 0.5m. Se sabe que 

h = 0 e n x = 0 y x = L y que las condiciones iniciales son h = 4x(l~x)/L si 

t = 0. 

Obtener el cambio, en el tiempo, de la superficie freática. 
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Solución 

La ecuación por resolver es: 

Sh 2 3 2h 
s* a 

3t 3x 2 

dividiendo la distancia en 10 tramos de longitud Ax = 1.6m se tiene: 

a
2 = t 0 - 5 ) ( 0 . 2 ) = m2 

0 .1 h r 

A = a ' D t 

A x 

escogiendo At = 0 0.42667 hr, A = 1/6. 

Por simetría se resolverá sólo la mitad, así la ec. 5.34 resulta: 

1 L 2 , 1 , 
h = —— h + -=- h + —r- h 

m,p+l b m-l,p S m,p o m+l,p 

para p = 0 

si m = 1 

n, , " - z - ( 0 ) + A- ( a 3 6 ) + "ir- ( 0-64) = 0-34667 1,1 o 3 6 

si m = 2 

h = - i - (0.36)+-?- (0.64) + - 4 - (0.84) = 0.62667 
2,1 6 J b 

si m = 3 

h = -^- (0.64)+ - ? - (0.84) + - i - (0.96) = 0.82667 
3,1 D O o 

y así sucesivamente se obtiene 



Tiempo 

(horas) 

0 

0 .427 

0 . 353 

1 . 280 

15 .360 

P 

0 

1 

2 

3 

36 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

m 

1 2 3 4 5 6 

0 0.36 0.64 0 .84 0 .9 6 1 0.84 

0.34667 0.62667 0 . 8 2 6 6 7 0 . 6 4 6 6 7 . 0 . 9 8 6 6 7 0.94667 

0.33556 0.61333 0 . 8 1 3 3 3 0 . 9 3 3 3 3 0 . 9 7 3 3 3 0.93333 

0.32593 0.60037 0 . 8 1 0 0 0 0 . 9 2 0 0 0 0 . 9 6 0 0 0 0.92000 

36 0 0.17653 0.33568 0 . 4 6 1 8 4 0 .S4276 0 . 5 7 0 6 1 054276 

NOTA: h = h , h =h , h =h , h =h 
6 4 7 3 8 2 9 1 

La ecuación diferencial del ejemplo p a r a las condiciones de f r on te ra e 

iniciales t iene como solución a : 

32 r 1 - ( Z i + n V p ( 2 i + l )mAx 
h = ) — — e , 2 sen ¡ 

m,p 3 L , , . , , 3 bm L 
m - p * - r= i ( 2 ¡ + i r 

h h h h h p A Método 
1 2 3 4 5 * ^ 

0.17665 0.33570 0.46187 0.54278 0.57065 36 1/6 e x p l í c i t o 

0.17362 0.3339-8 0.45957 0.54014 0.56700 18 1/3 e x p l í c i t o 

0.17480 0.33203 0.45752 0.53711 0.56543 12 1/2 exp l 1 c i t o 

0.07684 0.11140 0.20124 0.18005 0.24875 28 0 .55 exp l ( c i t o 

0.17793 0.33826 0.46526 0.54664 0.57465 72 1/12 i m p l í c i t o 

0.17839 0.33911 0.46637 0.54790 0.57596 36 1/6 Impl í c l t o 

0.17931 0.34079 0.46838 0.55039 0.57853 18 1/3 i m p l í c i t o 

0.18073 0.34246 0.47075 0.55282 0.58104 12 1/2 Impl í c l t o 

0.18093 0.34736 0.47706 0.5S985 0.58858 6 1 Imp 1 í c i t o 

0.18824 0.35672 0.48888 0.57284 0.60159 3 2 I m p l í c i t o 

0.20682 0.38811 0.52741 0.61462 0.64426 1 6 Impl í c l t o 

0.17655 0-33541 0.46188 0.54230 0.57066 - - s o l . exac ta 

128 



Se ha resuelto el ejemplo para diferentes valores de At usando los esquemas 

explícito e implícito para un tiempo y = 15.36 horas y se comparan los 

resultados con la solución exacta. 

De los resultados anteriores se observa que en el esquema explícito se 

requiere que el intervalo de tiempo sea pequeño y puede dar valores ilógicos 

para cierto tamaño (A=0.55). El esquema implícito no presenta este último 

problema pero también a medida que se aumenta At se encuentran resultados más 

apartados de los exactos. 

Adelante se verá que el esquema explícito requiere que: 

A £ 0.5 

y el implícito que 

A > 0 

o sea que prácticamente no existe restricción, aunque si es conveniente que 

sea A pequeño a efecto de no tener un diferencia grande respecto a la 

solución exacta (luego se discute el porqué). 

APROXIMACIÓN DE PROMEDIOS PESADOS 

Aunque el método explícito es simple de usar tiene el inconveniente de 

requerir un paso de tiempo At muy pequeño. A efecto de reducir el volumen de 

cálculo se sugiere una aproximación más general de diferencias finitas a la 

ec. 5.1 mediante 

r 

129 



dt _ m , p + l 
h 

m, p 
dx At 

a2h i 

dx2 Ax2 
e(h 

m-

(5.40) 

- 2h +h )+ 
m - l , p+ l m,p+I m+I,p+l 

( l - 0 ) ( h -2h +h ) 
m - l , p m,p+l m+lj» 

(5.41) 

donde 0 a.fl a 1 

Se observa que esta ultima ecuación corresponde a un aproximación a la 

derivada segunda respecto a x (ec. 5.24) tanto para t =s pAt como para — 

t = (p+l)At y que ambas se promedian de acuerdo al valor del factor 9. Si se 

desea darle mayor importancia a la aproximación en t = (p+l)At, B adquiere un 

valor mayor a 0.5 y menor o igual a 1, 

El esquema de diferencias finitas resulta ser: 

h - h = A j 0(h -2h + h • ) + 
m,p+l m,p (_ m - l , p + l m , p + 1 m+l ,p+ l 

( l - e ) (h -2h + h ) (5.42) 
m - l , p m , p m+1 

siendo 

A = a2At/Ax2 

El esquema anterior representa también t res casos de interés, dos de los 

cuales ya se comentaron, los cuales son a saber: 

a) El método explícito (ec.5.34) cuando e = 0 

b) El método implícito ( ec 5.37) cuando 0 = 1 

c) El método propuesto por Crank y Nicolson en 1947 sí 6=0.5 
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En la fig 5.5.a se muestra la molécula de cálculo del esquema dado por 5.42: 

Figura 5.5. Molécula de cálculo del esquema de promedios pesados 

5.2 Convergencia, estabilidad y consistencia 

Para que la solución de las ecuaciones diferenciales finitas tenga una 

razonable aproximación a la solución de la correspondiente ecuación 

diferencial parcial parabólica o hiperbólica se deben cumplir algunas 

condiciones; éstas están asociadas con dos problemas interrelacionados, el 

primero se refiere a la tendencia a parecerse a la solución del esquema de 

diferencias a la solución exacta, el segundo tiene que ver con el decaimiento 

controlado o crecímento desproporcionado de cualquier error asociado con la 

solución de diferencias finitas. 
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5.2.1 Convergencia 

Sea H la solución exacta de la ec. 5.10 y h la solución exacta del esquema 

de diferencias finitas usando para aproximar a la ec. 5.10. La ecuación de 

diferencias finitas se dice convergente cuando h tiende a H en un punto fijo 

a lo largo de un nivel y cuando Ax y At ambos tienden a cero. 

Lo anterior significa que el error de discretización o truncado (ec. 4.78) 

tiende a cero a medida que también lo hacen Ax y At. 

Ejemplo 5.7 

Sea 

y H es conocida para : 

u . 3h 2 a ' h 
e = H -h y „, = a 3t 

0 < x < 1, y 
3 x ' 

0 < x a 1 cuando t = 0 y e n x = 0 y l cuando t a 0. 

Considerando el esquema explícito y que 

h = H - e ; h = H - e 
m,p m,p m,p m+l,p m+l,p m+l,p 

De acuerdo con la definición del error de truncado de la serie de Taylor (ec. 

5.11) resulta: 

9 { A z
n ) =

 9 f<z+8Az) 

az' 
donde 0 s e s 1 Í5.43) 

lo anterior significa que 9 se debe escoger entre 0 y 1 de modo tal que la 

derivada de f de orden n respecto a z sea máxima entre z y z + Az. 

Con base en lo anterior se tiene según la serie de Taylor: 
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H(x,t+At) = H(x,t)+~!?-(x,t+e At) (5.44) 
at i 

de donde : 

H (x , t+At) -H(x , t ) = - f—H(x, t+9 At)At (5,45) 
3 t 1 

ahora desarrollando en serie de Taylor según x 

H(x+Ax,t) = H(x,t) + - |5— (x,t) Ax +JLÍL(X+S Ax,t) -£*-
a t 3 x 2 2 2 

H(x-Ax,t) = H(x,t) - 4?—U, t ) Ax +JL!L(x+eAx,t) -^~ 
a t dx2 3 2 

sumando y arreglando 

3 2 

H(x-Ax , t ) -2H(x , t ) + H(x+Ax,t) = — H(x,+9 Ax, t ) (5.46) 
3x 2 * 

Usando la notación con índices en 5.45 y 5.46 

H - H = - | ? - (mAx ,pAt +6 At) (5.47) 
m,p+l m,p OÍ 1 

H -2H +H = — — H(mAx+e Ax.pAt) (5.48) 
m-l ,p m,p m+1 ,p „ 4 

Por otra parte, según el esquema de diferencias finitas y la definición de 

error: 
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H - e « A(H -e )+(l-2A)(H -e )+ 
m , p+1 en, p+l m-l>P m- l ,p m,p m,p 

A(H - e ) 
m + l , p m+1 , p 

ordenando 

-e +Ae +(l-2A)eA +Ae +A(H -H ) -
m , p + l m - l , p m , p m + l , p m , p + l m , p 

A(H - 2 H +H ) = 0 r - . . . 
m - I , p m , p m + l , p 1 3 . * y j 

sustituyendo 5.46 y 5.48 en 5.49 

G = Ae + (l-2A)e +Ae + MAt (5.50) 
m , p + l m - l , p m , p m + l , p 

donde 

U = - | - ~ (mAx,pAt+e AtJ-A-5—^-(mDx+6 Ax.pAt) (5.51) 
dx 

Para asegurar que los errores tengan signo positivo y continuar con el 

control del error en este análisis, se tomará el valor absoluto de 5.50 y 

así: 

c I s Ale I + (l-2A)|e |+A¡e | + |M¡At (5.52) 
m . p + l ' • m - 1 , p ' ' m , p • ' m + l . p 1 ' ' 

esta ecuación es cierta cuando los coeficientes son positivos o iguales a 

cero. Si el mayor de los errores para cualquier m en el instante p es Ep, al 

asignar: 
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Ep =» e 
m-l,p 

Ep •» c 
m,p 

Ed =» c 
m+l,p 

La ec. 5.52 sigue del lado conservador (pues se está considerando mas error 

que el real ) y se transforma a : 

E a AE + (1-2A)E + AE +¡M|At 
p + i p p p • • 

E s E + At|M| (5.53) 
p + i p ' i 

así si M se considera constante 

E a E +At M 
i o • ' 

E £ E +At|M| , E S E +2At|Ml 
2 1 ' ' 2 0 ' ' 

E s E +At|Ml, E S E +3AtlM| 
3 2 ' ' 3 O ' • 

E s E +(p+l)At |M| 
p+l o ' ' 

como al tiempo cero no existe error E = 0 y por tanto 

E s (p+l) AtlMl (5.54) 
p+l • ' 

si At ^ 0, A * O y la ec. 6.51 M =» 0 

por tanto 5.54 también tiende a cero, y la solución converge a la H. Para estD 

se requiere que los coeficientes de 5.52 sean positivos o iguales a cepo como 

se apuntó antes. Para que lo sean 

0 s A s 0.5 

lo que constituye la llamada condición de convergencia. 
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5.2.2 Estabilidad 

Si ahora se estudia el comportamiento exclusivamente del error de redondeo 

(ec.4.78), se afirma que, si cuando a medida que se utiliza un esquema de 

diferencias fintas para una ecuación del tipo de 4.10 y a medida que se 

avanza en "y" el error (de redondeo) acumulado tiende a un valor constante, 

el esquema de diferencias finitas es estable. 

Los textos sobre este tema, al t ra tar la estabilidad, se refieren al error de 

redondeo y señalan que es difícil estimarlo, ya que depende del tipo de 

computadora usada; en realidad el error que se analiza puede ser de un tipo 

distinto al de redondeo, como sería aquel debido a una aproximación o 

equivocación y si tal error llega a estar limitado después de un gran número 

de pasos en "y", el esquema de diferencias finitas es estable; cuando eí 

error crece sin tender a un valor definido se dice inestable, y la mayoría de 

las veces adquiere valores que oscilan y difieren cada vez más. 

Para t r a ta r la estabilidad se puede aplicar el método de Von Neumann o de 

serie de Fourier, el método consiste en expresar el error en un punto fijo 

x = mAx y y = pAy como: 

= T A ei0nmAx e«pAt { 5 ^ 
, p Lé _ n 

E 
m - - - -

n = 0 

donde 

0 = nn/NAx, NAx 
n 

= L e i = / - l 

Se considera que analizando un término de la serie de Fourier, se conoce el 

comportamiento de toda ella, y que los coeficientes A pueden ser 
n 

despreciados; así el error se toma como 
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E = eifimAx e a p A y = e i p m A x ? P (5.56) 
m,p 

y se deduce que el error no crecerá al aumentar p cuando 

| í | * 1 (5.57) 

Este criterio permite establecer las condiciones que se deben cumplir para 

que un esquema sea estable. En la práctica, el representar de este modo el 

error es útil, aunque no está completamente justificado el método que a 

continuación se enuncia. 

Ejemplo 5.8 

Realizar el análisis de estabilidad del esquema explícito (ec. 5.34) 

Sea el error (de redondeo) 

E = h-N 

siendo h la solución del esquema de diferencias finitas con todas sus cifras 

decimales y N la solución del esquema con un número limitado de cifras. 

Expresando el error (de redondeo) en términos de los subíndices m y p se 

tiene 

N = h -E , N = h - E , N =h -E 
m,p m,p m,p m+l,p m+l,p m+l,p m-l,p m-l,p m-l,p 

(5.59) 

Según el esquema dado por 5.34 

137 



N = AN +(1-2A)N + AN (5.60) 
m , p + l m - l , p m , p m + l , p 

Al sustituir la ec. 5.59 en 5.60 

h - E =A(h - E )+ (1-2A) ( h - E )+ 
m , p + l m , p + l m- l ,p m-I ,p m,p mj> 

+ A(h -E ) 
m + l , p m+I , p 

arreglando términos 

h - Ah - (l-2A)h - h = E -AE 
m , p + l m - 1 , p m,p m+l.p m,p+l m- l ,p 

(1-2A)E - AE 
m , p m + l , p 

Ya que h es la solución del esquema de diferencias finitas, 

h = Ah +(l-2A)h + Ah , y por lo tanto TODO el miembro 
m,p+l m=l,p m,p m+l,p 

izquierdo de la ec. 5.61 es nulo. Así 

E = AE +U-2A) E + AE (5.61) 
m,p+l m- l ,p m,p m+l,p 

Nótese que la ec. 5.61 tiene exactamente la forma del esquema de diferencias 

finitas. 

Ahora se expresan los errores de E como en 5.56 
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e i 0 m D x c p + 1 m A e i 0 ( m - l ) D x , p + { 1 _ 2 A ) e ¡PmDx^ p + 

X e i 0 (m+ l )Dx € p a l d ¡ v i d i r e n t r e e i 0 m D x , p 

? = A e - Í ^ + ( l - 2 A ) + Ae Í í J A * 

- ^ , iSAx - Í S A X . , , _. . 
£ = A( e M + e ^ ) + ( 1 - 2 A ) 

€ - A ( e l p A a c + e _ i p A * - 2 ) + 1 (5.62) 

Por otra parte, de las propiedades de las funciones seno y coseno se tiene 

que 0.5(e + e ) = cos9 

asi 

O.5(ei20+ e" Í2B) = eos 29 

también 

o bien 

z„ 1 - eos 28 . ^ A 

sen 8 as •= , por lo tanto 
, „ c , i29 - i 2 9 , 2 . 1-0.5{e + e ) sen 6 = = — 

4 sen28 = 2 - e ¡ 2 0 - e " i 2 e 

si 29 = 0Ax 

. 2 0Ax . i0Ax -ifiAx ,_ , „ . 
4 sen ~?— = 2 - e - e M (5.63) 

Al considerar la identidad 5.63 en 5.62 
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£ = H A 4 sen2 J * * - ) 

ya que para no aumentar los errores 

¡£| < 1 ó sea - i s £ £ 

entonces 

• l a l - M sen2 - J * * - £ 1 

caso 1 

2 SAx 
1 - A4 sen ——— s 1 

simplificando 

» . 2 6Ax 
- A4 sen ' £ 0 

lo cual se cumple para A a 0, pues sen —— es una cantidad positiva. 

caso 2 

-1 £ 1 - A4 sen -¡-=— 

reduciendo 

-2 £ - A4 sen — ~ ~ 

1 „ . 2 0Ax 
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como el valor mas grande de sen =— es uno 

0.5 £ A 

por lo tanto 

0 £ A £ 0.5 

lo cual constituye la condición de estabilidad del esquema. 

El lector interesado puede realizar un análisis de estabilidad para el 

esquema. 

h - h 2 
m ' p * ; m - p ' ' = - ? — íh , - 2h + h ] (5.64) 

2At 2 m-1 , p m, p m+1, p 

el cual es muy parecido al explícito; la diferencia consiste en que se ha 

aproximado la parcial respecto al tiempo por una diferencia central. 

El análisis de estabilidad lleva a la condición 

i ^ i ^ « . ̂  2 BAx 
| £ | > 1 + 4A sen — ^ -

lo cual significa que la ec. 5.64 es siempre inestable. Este resultado 

resalta la importancia de atender a las propiedades matemáticas de las 

ecuaciones de diferencias. 

Ejemplo 5.9 

Plantear un esquema de diferencias finitas para resolver 
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3 h 3h 3 h <c , e . 
+ c (5.65) ax 2 a t ' a t 2 

Escogiendo 

, 2 L h - 2 h + h 
o i l _ m - l , p m , p m+1 , p 

dx2 Ax2 

o n m , p + l m , p - l 

(5.66) 

3 t 2At 

Q 2 . h - 2 h +h 
o n _ m , p - l m , p m , p + l 

3 t Z A t 2 

(5.67) 

(5.67) 

Al sustituir 5.66, 5.67 y 5.65 y después de varios pasos algebraicos se llega 

a 

(-^~ - -£-)h + A + (-2A + - f r - ) h +Ah 
2 At m,p-l m - l , p A t m,p m+l,p 

h m,p+l 1 C 
~ + " A t (5.69) 

donde 

A = - ^ í - (5.70) 
Axz 

Si por alguna razón se escoge un valor para At igual a 2c la ec. 5.69 deviene 

en 
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h = Ah + (l-2A)h + Ah (5.71) 
m,p+ l m - l , p m , p m+1,p 

Pero la ec. 5.71 es el esquema de diferencias fintas de la ec. 

3h 2 3 2h 
= a a t ax2 

Cuando el esquema resuelve una ecuación diferencial distinta a la que se 

pretende resolver se dice que el esquema de diferencias es inconsistente. 

5.2.3 Consistencia 

Para encontrar el error de discretización de un paso a otro de Ax se refiere 

a la serie de Taylor, para aclarar esto, considere que interesa valuar el 

error de discretización local del esquema explícito (ec 5.34). Entonces se 

requieren estos desarrollos en series de Taylor. 

„ „2 . 2 „n , n 
H(x+Ax,t) = H (x , t ) + 4 - H ( x , t ) A x + - ^ — H ( x , t ) ^ ~ + . . . + -^—H(x, t ) ; 

3 x " 1 A " " " " . 2 1 " — - ' 2 ! " " . n ' n ! 
3x dx 

a s í 

H =H +( - iü ) Ax + t^U^L + ...+(-?!íL, **" 
m l,p m,p dx m,p „ 2 2 " ' „ n m,p n ! 
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H =H - ( ™ , Ax+(^!ü-) J*l +...+(-!)»(-°!«)-*£ 
m - l , p m , p OX m,p 2 m .p 2 _ n n ! 

sumando y o rdenando 

H , - 2 H +H „ 2 „ Q 4 „ , 2 Q 6 „ . , 4 
m - l , p m , p m + i , p _ , _á_ H . . 3 H . A x , 3 H . , Ax 

Ax2 ~ 3 x 2 - ' 3x* 1 2 3x* - . P 3 6 0 -

(5 .72 ) 

Ahora, por lo que se refiere al tiempo 

H =H +(™) AUA " ! + (- í í> *£•... 
m , p + l m , p d t m ,p . ^ 2 m , p 2 „ , 3 m,p 3 ! 

ot 3t 
De e s t a e x p r e s i ó n s e 1 lega a 

H m , p + r Hm,p _ , 3H, , 32H . At , 33fL At2 . 34H , 
t 3 t m . p 2 m,p 2 ! 3 m , p 3 ! - 4 m,p 

4 ^ + (5.73) 

Al sustituir 5.72 y 5.73 en 5.33 y después ordenar 

, 8H „2 8 H, 32H . At , 33H, At , 2 34H , ( - =7 - a - ) + ( —) — .. . +( ) _ - _ + . . . - ( a ) 
dx m , p at m , p at m , p ax m , p 

considerando la ecuación diferencial por resolver el primer paréntesis 

nulo, lo que queda se conoce como error de truncado T(H) ,esto es 
m,p 
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rao = ( ^ f ) *•(-*!«) -|¿...-(a4-^M) - # 
m,p g . 2 m.p ¿ 3 m,p 6 4 m.p l¿ 

i 6 3 6 H . Ax* 
(a —) ., 6 m,p 3 6 0 

si At-» 0 y Ax -> 0 se observa que T(H) -> O 
m,p 

Definición 

Si el e r r o r de t runcado local t iende a>- c e r o cuando las d i ferencias d i sc re tas 

At y Ax t ienden a cero, el esquema de d iferencias f in i tas es consis tente . 

Por o t r a p a r t e , la ec. 5.75 se puede escr ib i r como 

T(H) - " <«!«_ - a * ^ * ¿ +(-*!«> " ! -
m«P ¿ g t 2 3 j£.4 6 D t m.p a t 3 m,p 6 

( a 6 ^ - ) - S í * - * . . . . (5.76) 
Qxb m,p 3 6 0 

al cons iderar 

. 2 
Ax 2 ,_ _ , . 
6At 

r e s u l t a que e l p r imer pa rén tes i s e s 
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a 2H 4 3 4 H 
- a 

como 

a t 2 ax4 

3H _ a 2 ^ I L ( 5_78) 

dt dx2 

se tiene que al derivarla con respecto al tiempo 

« í í L = a2 dZ" (5.79) 
a t 2 a x 2 3 t 

y que al de r ivar 5 .78 dos veces respecto de x 

^ Í L _ = a
2 _ ^ Í L _ (5.80) 

s tax 2 3x 4 

como se puede intercambiar el orden de derivación, al igualar 5,79 con 5.80 

32H 4 34H 
- a = O a t 2 ax4 

así 

T Í O ! t a \ At2 , h a 6H , Ax4 . Ax2 2 
T(H) = ( - ) —py- -(a —) -viTn *•• S1 ~Zrrr = a 

"••P , . 3 m.p 12 _ 6 m,p 360 oDt 
ot ax 

2 4 2 

o sea que se involucran a errores en términos de At y Ax , es decir, 9(At , 

Ax ), lo que es mejor, pues así el error de truncado es más pequeño. Esto 

significa que usar A = 1/6 en el esquema explícito es conveniente pues reduce 
2 

el error de truncado, de otro modo, A * 1/6 implica 9{At,Ax ). 

La extención de diferencias finitas en la hidráulica es muy amplia y asi 

puede plantearse la solución de las ecuaciones de flujo no permanente en 

canales, entre otras. 
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Ejemplo 5.10 

Para resolver las ecuaciones fundamentales para flujo unidimensional en una 

sección rectangular conocitadas como Saint-Venant 

*> + V 4 P _ + D _9V = 0 
3t 3x dx 

8 V + V - " + , » - « (S . - S.) 
3 t Sx B dx B o f 

Si las derivadas son remplazadas por las diferencias finitas siguientes 

3D 
3 t 

3D 

D 
m , p + 1 

At 

D 
m+ 1 , p 

D 
m , p 

D 
m - l , p 

av 
• at 

av 

= . 

V 
m, p + 1 

At 

V 
m+i , p 

V 
m , p 

V 
m - l , p 

3x 2Ax ' dx 2Ax 

y si S es remplazada por S y se considera que 
f fm,p 

V = - L ( V + V ) 
m,p ¿ m+ l , p m - l , p 

D « _J_ ( D , + D ) 
m.p £ m+1 ,p m - l , p 

S = _ L ( S + S ) 
fm,p ¿. fm+l,p fm-l,p 

Al sustituir las ecuaciones anteriores en las ecuaciones diferenciales y 

despejando a D y V se tiene 
m,p+l m,p+l 
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D = D + 
m, p+l m , p ¿. 

L. _ £ L f v ( D - D )+ D ( V - V )] 
2 Ax L m'P m-l,p m+l,p m,p m-l,p m+l,p J 

V = V + 4 - -4^- [ v ( V -V ) + g ( D i - D ) l 
m,p+l m . p 2 A x [_ m,p m- l ,p m+l,p m - I , p m + 1 ,p J 

+ gAt ( Sn - S r ) 
0 f m , p 

siendo 

n 2 |V I V 
S = m . P m . P 

f m,p 4 / 3 

m , p 

y r el radio hidráulico para el t irante D 
m,p m,p 

El esquema obtenido introduce términos 

1 Ax2 3D2 1 Ax2 aV2 

2 A t dx2 ' 2 M ax2 

que no existen en las ecuaciones diferenciales de interés, y como estos 

términos son del tipo de difusión, al esquema explícito obtenido se le conoce 

como difusivo. 

Las ecuaciones del esquema son válidas en puntos interiores, en sus extremos 

se requiere plantear otras ecuacuaciones con base en las condiciones de 

frontera. Como se verá en el método de las características, para regimen 

subcrítico se necesita una condición de frontera en el extremo aguas arriba y 

otra en el extremo aguas abajo. 
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Un caso particular consiste en tener en x = 0 el gasto en todo tiempo 

conocido, por lo que 

Q = b D V 
0,p+l 0,p+l 0,p+l 

siendo b el ancho de plantilla del canal rectangular si se considera que 

D = D + 
0,p+l 0,p 

At 
Ax 

V ( D - D )+ 
O.p 0,p l,p 

D ( V - V ) 1 
0,p O.p l,p J 

entonces con esta ecuación y la del gasto se conoce V 
0,p+l 

SÍ el canal descarga a un almacenamiento con gran capacidad se puede 

considerar para el extremo del canal aguas abajo que en x = L = mAx el 

t irante es igual a D y que es constante en el tiempo. Por ello, en x = L se 

tiene 

D = D 
m,p+l 

V = V + 
m,p+l m , p 

At 
Ax 

[ V ( V - V ) + g ( D i - D ) l 
[_ m,p m- l ,p m+l,p m- l ,p m+l,p J 

+ gAt ( S - S ) 
0 f m , p 

Si se consideran como condiciones iniciales el flujo permanente gradualmente 

variado para el gasto Q que es dato. Courant ha demostrado que el esquema 

difusivo es estable si 

At £ 
Ax 

| V | Í c 
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Este requisito es llamado condición de Courant-Friedrichs-Lewy. 

5.3 Método de las características 

Recuérdese que la diferencial total de una función u(x,y) es 

, 3U . 3U . fcr o,\ 
áu = -dir dx + -aj~ y 

sin embargo, se puede pensar en un método que simplifique el cálculo de du. 

Para i lustrar esto considere el siguiente caso en particular. 

Ejemplo 5.11. 

Encontrar la función u(x,y) que satiface a 

a u
 + 2x -p- = y (5.82) 

dx dy 

sujeta a la condición u(0, y) = 1 + y para 1 < y < 2 

Sea la derivada total 

d" _ du 8u dy f_ „„, 
-dx 3x~ + ST "d3T í 5-83) 

comparando 5.83 y 5.82 resultan 
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dx 

De 5.84 

2x = -$Z- (5.84) 
dx 

y = 4 " - (5.85) 

y = x 2 + c (5.86) 

Sustituyendo 5.86 en 5.85 e integrando 

3 

+ c x + c = u (5.87) 
3 1 2 

si ¡a ec. 5.86 p a s a por (x ,y ) 

2 
y = x + c 

0 0 1 

así 5.86 queda 

y = x2 + y - x1 (5.88) 

Para encontrar a c , se sabe de la restricción que 

2 
u = l + y e n x = 0 

así, según S.88 y 5.87 
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por lo que 

de e s te modo 

3 
u = 1 + (02+ yQ - x 2 )2 = - 5 - + MO) + c2 

c2 = 1 + (V XV 

U = - * _ X
3

+ íyQ-X
Z

)x+ (1 +(yo- X
2)2) 

C C 
1 2 

como (x ,y ) puede ser punto de la región sombreada de la fig 5.6, se tiene 

1 3 , 2, , 2.2 
u = ™_JC + {y-X )x + 1 + (y -x ) 

u únicamente esta determinada en la zona sombreada, no se sabe nada de ella 

fuera de tal área. 

Observaciones sobre el ejemplo 

a) En lugar de resolver una ec. diferencial parcial se resolvieron dos ees. 

diferenciales ordinarias. 

b) La ec. 5.84 permitió conocer una función a lo largo de la cual u varia 

independientemente de —=— y 
8x J dy -

c) Como u varía según la ec. 5.84 se pudo determinar u. 

5.3.1 Método de características para una ecuación de segundo orden 

Sea la ec. diferencial parcial lineal de segundo orden 

A - ^ f - + B - ^ - + C - ^ - + E = 0 (5.90) 
dx dxdy dy 
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• * 
y--»*+»o-*I 

Figura 5.6. Región de integración del ejemplo 5.11 

si se denota 

P = 
flf 
dx 

(5.91) 

Q. = 
8T 
dy 

(5.92) 

s = 
3 2 f 3 2 f _ 3p _ 3q 
dxdy 3y3x dy dx 

(5.93) 

Sustituyendo 5.91, 5.92 y 5.93 en 5.90 

A - £ - + B . + C - f S - + E - 0 (5.94) 

por otro lado se sabe 
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dp _ 3p 3p dy 
dx dx dy d x 

dq _ 3q dx^ 3q 
dy dx dy dy 

por lo que a l c o n s i d e r a r 5 . 9 3 

_ | P _ = _dP_ _ s *L_ (5.95) 
ax dx dx 

3'q dq dx 
^ - ^ - s -dy dy dy 

Al sustituir 5.95 y 5.96 en 5.94 y ordenado 

T-A -¡¡JL + B - c -$£-l+ A J*E_ + c 4 3 - + E = 0 
[ dx dy J dx dy 

dy 
m u l t i p l i c a n d o por - -— 

f-AÍ-^-l! B - C 4*- - Cl+ A dp d/ * C ^ ¡j* + E Í L = 0 L l dx J dx J dx dx dy dx dx 

(5 .97) 

s corresponde a la derivada mixta y para simplificar la ec. anterior conviene 

hacer nulo el primer término ésta ecuación, de modo que 

~A c-3x- ) Z * B -ar " c = ° (5-98) 

Al resolver esta ecuación de segundo orden 

dy_ m - B Í / B » - 4 A C ; 
dx -2A 
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A efecto de garantizar dos raíces reales distintas 

B2 - 4AC > 0 (5.100) 

Llamando 

-B 

-B 

+ / B 2 ^ 

-2A 

- / B 2 -

4AC 

4AC 

dy = 
dx 

dy = 

dx " - 2 A 

= f (5.101) 

= g (5.102) 

(f y g se l laman c a r a c t e r í s t i c a s ) 

La otra parte de la ec. 5.97 

A jPÍy + C -j}q y + E 4 - - = 0 dx dx dy dx dx 

al multiplicar por dx 

A dp íjZ- + C dq + Edy = 0 (5.103) 

Si se considera la ec. 5.101 

A dp f+ C dq + Edy = 0 

y si ahora se toma en cuenta 5.103 y 5.102 

(5.104) 

A dp g + C dq +E dy = 0 (5.105) 

Esto significa que la ecuación diferencial parcial de segundo orden puede 

transformarse (cuando es hiperbólica, pues B -4AC > 0 ) a cuatro ecuaciones 

diferenciales ordinarias (5.101, 5.102, 5.104 y 5.105). 
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Para la solución de 5.94 se considera 

j a dip . 3 0 . 

o sea 

d0 = pdx + q dy (5.106) 

El método de solución consiste en 

1. Encontrar f y g según 5.101 y 5.102 

2. Sustituir f y g en 5.104 y 5.105, con lo cual se forma un 

sistema de ecuaciones con icógnitas p y q. 

3. Conocidas p y q se sustituyen en 5.106 y se integra para 

conocer 0. 

En la figura 5.7 se ilustra este procedimiento 

E C D I F 

LINEAL 

PARCIAL 

2 ORDEN 

(HIPERBÓLICA 

2 
B -4AC > 0 

SE OBTIENEN 

F Y G 

(CARACTERIS 

TICAS) 

SE RESUELVE EL 

SISTEMA PE ECS 

5 . 1 0 6 Y 5 . 1 0 6 

PARA CONOCER 

P y q 

SE PLANTEA 

D I F . TOTAL 

RESUELVE 

LA 

Y 

EC. 

SE 

Figura 5.7. Diagrama de bloques del método de las características para una 
ecuación lineal de segundo orden 

Cuando las ecuaciones diferenciales ordinarias que se obtienen son difíciles 

de resolver o no tiene solución mediante métodos analíticos, el planteamiento 

anterior se puede realizar en diferencias finitas, para ello • considérese las 
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aproximaciones a las ees. 5.101, 5.102, 5.104, 5.105 y 5.106. Para ello, tome 

en cuenta la figura 5.8. 

y • . 

X 

Figura 5.8. Curvas características 

En los puntos P y Q se conoce el valor de x , y, f, g, p y q, mientras que en 

el punto R no se conoce en ninguna. 

De las ees. 5.101 y 5.102, al integrar se definen dos rectas 

características, cada una de las cuales tiene pendiente f y g. En la 

intersección de ellas se encuentra el punto R. Cuando ellas se difinen en 

términos de valores conocidost del paso Dy anterior) se tiene, para f 

y
R " y

P 

f = —5 í_ (5.107) 
p x - x 
^ R P 

y para g 

y - y 
g = __* 2_ (5.108) 
S Q x - x 

R Q 

Al resolver simultáneamente 5.107 y 5.108 se encuentran x y y por otra 

parte, la ec. 5.104 en diferencias puede ser: 
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A (p - p ) f + C (q - q )+ E (y -y ) = 0 (5.109) 
P *R P p p MR > p J R

 Jp 

y la ec. 5.105 es: 

A (p - p } g + C (q - q }+ E (y -y ) = 0 (5.110) 

por último, la ec. 5.106 sería apoyándose en P (podría ser en Q) 

0 - 0 = p ( x - x ) + q {y - y ) 
r R r p p R p \ JR "p 

se considera una mejor aproximación a 

(p +pn) (q + O 
<t>- <t> = — V 2 — l x „ - x > + — % <yB- y > t 5 . u " 

R p ¿ R p 2 R p 

El procedimiento de cálculo consiste en 

a) Calcular f y q según 5.101 y 5.102 esto es 
p Q 

f = 
p 

g Q 

-B + / B 2 - 4A C 
P P p p 

-2A 
p 

-B - / B 2 - 4A C 
Q Q Q Q 

-2A 

b) Encontrar x y y al resolver 5.107 y 5.108 
R

 J
 ' R J 

c) Definir p y a de la solución del sistema de ecuaciones formado por 

5.109 y 5.110. 
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d) Encontrar 0 de la ec. 5.111 

Ejemplo 5.12 

Escribir las ecuaciones necesarias del método de las características para 

resolver la ecuación diferencial de onda 

? 7 

3 h , 8 h 
= g ,d 3 t 2 L 3 x 2 

donde g es la aceleración de la gravedad, d la profundidad media. 

En ella aparece implícita la ec. u +u u = -gh donde u es la velocidad y los 
t X X 

índices señalan respecto a cual variable aparece derivada la función. Se 

consideran como condiciones de frontera a u = O e n x = L y h = a sen vrt en 

x = 0. Las condiciones iniciales son h(x,0) = m(x). En la fig. 5.9 se muestra 

el problema de interés. Se considera un ancho unitario 

Para la frontera izquierda con u = - 0 , u = 0 y u # 0 por lo que u +u 

u = -g hx implica que 0 + 0 u = - g h x o sea h = 0 

Al comparar la ec. de onda respecto a la 5.90, se tiene (se toma t como "y" y 

<¡> como "h") 

A = g d = c 

B = 0 

C = - 1 

E = 0 

así 

B2- 4AC = 0 - 4(gd)(-l) = 4gd 

como 4dg > 0 se t r a t a de una ec. hiperbólica y por ello se puede aplicar el 

método de las características. 

159 



+ f> EN t . - 0 , h - - m [ K ) 

h=ASEN w t + m ( 0 ] 

Figura 5.9. Canal del ejemplo 5.12 

As! 

d t 0 - / o 2 + 4dg 
dx -2g d 

f - - Í -
c 

1 
g = " c 

+ 1 

v ^ d 

+ 1 
c 

como es constante, las ees. 5.107 y 5.108 resultan ser 

C(t - t ) = x - x 
R p R p (5.112) 
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-C(t - t ) = xn - x <c. , ,_, 
R Q R Q (5.U3) 

por lo tanto, al sumar 

C(t - t ) + x +x 
x = p Q 

R 2 (5.114) 

conocida x, de 5.113 

x - x 
t = ~ - ^= — + t (5.115) 
R C Q 

Las ees. 5.109 y 5.110 para los valores A, B, C, y E definidos antes quedan 

C (pR - p )— - (qR- q ) = 0 (5.116) 

-C2,PR - V e - ( v V = ° (5-117) 

así al resolver 5.116 a 5.115 

q_ " Q„ + C (p + q ) 
P = —S P E F. (5.118) 

R 2C 

una vez valuada p , entonces 5.116 

% = v c (v V 

Así se tienen definidos los valores de interés para los puntos interiores. 

Para la frontera, se tiene 



a) frontera izquierda ( 

por lo tanto 

q = 

P = -

X 
R 

en x 

3h 
flt 

3h 
dx 

= 0 

= 0) 

= a w 

= 0 

eos wt (5.119) 

(5.120) 

y como a él llega la característica negativa (fig 5.8), al considerar x = 0 

en 5.113, se obtiene 

\ = -c9- + \ (5'123) 

por 5.120 y 5.121 

q = a w eos wt (5.124) 
R R 

P R = 0 (5.125) 

b) frontera derecha (en x = L) como —=— = 0 se tiene x , al llegar la 
3x R=L & 

característica positiva (fig 5.8).Considerando x = L en 5.112 

L - x 
t = — F - + t (5.127) 

R C P 

ah 
como - ^ - = 0, PR = 0 (5.128) 

al sustituir 5.128 en la ec. asociada a la característica positiva (la que 

tiene f), la ec. 5.116 se tiene. 
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R p p 
(5.129) 

En la fig 5.10 se resumen las ecuaciones encontradas. Nótese que en este 

caso se pueden usar los índices i-1 para q, i para R e i+1 para Q: y 

escribir las ecuaciones de una forma sencilla de manejar en un programa. 

Todo ello porque las características siempre tienen la misma pendiente. 

El método consiste en encontrar h en el plano x , t operándose de este modo 

7777777777777777777777777r777777T777777777777T. ' 
« L 

x R -- 0 

q R = o C0SWSt R 

T7777T 

PUNTOS INTERIORES 
FRONTERA IZQUIERDA 
FRONTERA DERECHA 

PARA CUALQUIER PUNTO R I INTERIOR 0 

FRONTERA 

h R - - h p + ^ ( P f ( + p p ) ( x D . x p l t i ( q E ; + q n ) ( t D . t 

R 2 C 2 

l o -" 1n -C 2 <Pp-pn> 
z ^ f r v 1 R P 

Figura 5.10. Curvas características del ejemplo 5.12 
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a) Calcular x , t , p , q y h para los puntos interiores (con ello se 
R R R R R 

define h en los puntos 1, 2 y 3 de la fig 5.10). 

b) Con la condición de frontera izquierda, valuar t , q , h (así se define 

h en 4) 
R 

c) Repetir el paso a para definir h en 5 y 6 

d) Usar las ees. de frontera derecha para encontrar t , q y h (así se 

difine h en 7) 
R 

Este procedimiento se continúa hasta donde se desee. 

5.3.2 Método de las características para dos ecuaciones diferenciales 

parciales. 

El método de las características corresponde a una técnica donde el problema 

de resolver dos ecuaciones diferenciales parciales simultáneas es remplazado 

por otro donde se resuelven cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias. 

Ello implica una situación de continuidad y de definición para todas las 

derivadas. 

Sean las ecuaciones de Saint-Venant para canal rectangular. 

» • V - £ - + D - £ - = 0 (5.130) 
at dx ' " ax 

3V ,, 3V 3D 
+ v -^zr- + g -zzr = g ( s „ - s j (5.131) 3 t 3x ' s 3x 6 V J o Jr' 

multiplicando por g la ec. 5.130 y llamando C2= gD (celeridad de aguas 

profundas) se tiene 
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a t dx B dx 

o sea 

K2
 + v - ¿ + c 24^ = o 

al derivar 
at 3x ax 

2C _ £ . +V2C - f = + C 2 - ^ = 0 
St dx dx 

al dividir entre C e introducir el 2 en las derivadas 

32C + y 32C + C3V = Q ( 5_ 1 3 2 ) 

a t dx dx 

la ec. 5.131 se puede escribir como 

^ • V - £ - + C-S§£ . , ( . - . . , ,5.133, 
3t 3x Sx * o f 

Al sumar 5.132 y 5.133 

32C av ., 32C _, 3V _ 3V _ 32C „ , , 
+ _ _ + V - = _ + V - 5 — + C ^ — + C - s — = O + g(s - s ) St St dx ax Bx dx & l o f' 

(5.132) 

lo anterior se escribe también como 

^ < v « , + vc-£ + -£<L, • « - £ • - £ £ - , - , , . „ - . , , 

1 2 3 

o bien 
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-gf- (V+2CJ+ (V+C) ~ - (V+2C) = g (s f l - s f ) (5.134) 

de manera similar al restar 5.133 a ia 5.132 se llega a 

3 (V-2C)+ (V-C) -¿~ (V-2C) = g(s - s ) (5.135) 
a t , . ~ , . v. ~ , flt >. ^ , - 6 v » o v 

Por otra parte, la derivada tota! respecto al tiempo de cualquier cantidad 

q(x,t) es 

dq _ 3q dx 3q 
"dt dx ~d~T~ + ~aT 

al comparar 5.134 con 5.136, se tiene q = V + 2C 

dx 
dt 

dq , 
- d T - - g ( V V 

y de esta última 

y al comparar 5.135 con 5.136 se observa que 

siempre que 

dx 
d t 

(5.136) 

= V + C (5.137) 

d(V + 2C) = g (S - S ) d t (5.138) 

d(V -2C) = g is - s ) dt (5.139) 
O f 

= V - C (5.140) 

Las direcciones en el plano x , t definidas por 5.137 y 5.140 son llamadas 

direcciones características y las ees. 5.138 y 5.139 se conocen como 
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cuasi-invariantes de Riemann. Las ees. 5.137 a 5.140 son cuatro ecuaciones 

diferenciales ordinarias que reemplazan a dos ecuaciones diferenciales 

parciales 5.130 y 5.131. 

Dos casos de interés por analizar son 

a) Flujo sucrítico (F < 1) 

V V 

El número de Froude F = es menor que 1, por ello —— < 1 y v < C 

(si c > O) 

de acuerdo con esto 

dx 
v + c > 0 por lo tanto (según 5.137) . > O 

dx v - c < 0 por lo tanto (según 5.139) -.-—• < 0 

y las pendientes de las características son positiva y negativa. 

b) Flujo supercrítico (F >1) 

como F >1 , > 1 y v > c (si c> 0) 
c 

asi 

v+c > 0 por lo tanto (según 5.137) -~^- > 0 

dx 
v - c < 0 por lo tanto (según 5.139) — j - - > 0 

y las pendientes de las características son del mismo signo. 

En la fig 5.11 se ilustra lo anterior. 
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CUANDO V > O CUANDO V < O 

Figura 5.11. Curvas c a rac te r í s t i cas según el t ipo de flujo 

Ejemplo 5.13 

Expresar las ecuaciones de aproximación p a r a resolver mediante el método de 

las c a r ac t e r í s t i c a s las ees. 5.130 y 5.131. Considere flujo subcr í t ico y que 

las condiciones de f r on te ra son que en x = 0 el gas to G es conocido en todo 

el t iempo t y que en x = L el t i r an t e D es conocido y constante . En x = 0 se 

conoce una curva gas tos con t ra t i r an t e s . 

Las ecuaciones de in terés son (ees. 5.137 y 5.140 ) 

d x 
—r— = v + c -» d(v+2c) = g ( x - S ) d t 
d t o g 

d x 
— = v - c -» d (v -2c) = g ( s - s ) d t 
t 0 £ 

por lo t an to expresando 5.137 y 5.140 en d i ferencias 

x - x 
R p 

— í - = v + c 
t - t p P 

(5.141) 
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x - X 
R Q v - c (5.142) 
R Q 

ai resolver p a r a x v i 
K P " R 

Í ! 

t = P _ P _ P ,_A___C_ ° .__£ A . (5.143) 
R ; " +c ; - v v - r i 

P P C O 

: j n oc ida 

x = x + iv -r . í i t - '. i (5.144) 
P !) p p R •* 

Ahora, al e scr ib i r 5.138 y 5.139 en d iferencias 

(v +2c ) - (v + 2c ) = g(s - s ) (t - t ) (5.145) 
R R p p O f p R p 

(v -2c ) - (v - 2c ) = g ( s - s ) ( t - t ) (5.146) 
R R Q Q O f O R Q 

al despejar a v se encuentra 

g [ ( s - s ) ( t - t )+(s - s ) ( t - t ) ] +(v +2c )+(v +2c ) 
_ 0 f p R p 0 f Q R Q Q p p Q Q 

\ ~ 2 

( 5 . 147 ) 

conocida v 
R 

(v +2c )+ g ( s - s ) ( t - t ) - v 
c = — 5 E ° f p R-g R (5.148) 
R 2 

a) F ron te ra izquierda (x = O) 



x = o (5 149) 

-orno a ella llega ¡a c a rac te r í s t i ca negativa, 5 142, 

0 - x 
dx o 

—- = v - c 
d t t - t Q o 

R Q 

asi 

x 
t = t - (5.150) 

R O V - C 
Q Q 

conocida t se encuentra Q = Q(t ), como se conoce una re lación en t re el 
R R R 

aas to v el t i r an te D = í í Q ) v si la sección es r ec tangular de ancho B 
R R to 

Q = DB v 
R R R 

donde 

Q R 
VR = ^ - (5.151) 

R 

según ¡a ec diferencial correspondiente a ¡a c a r ac t e r í s t i ca negativa (5.146) 

v - (v - 2 c ) - g i s - s ) ( t - t ) 
c = - ' Q Q ° f Q * Q - (5.152) 

R 2 

b) F ron te ra derecha (x = L) 

x = L (5.153) 
R 

como ahí l lega la c a r ac t e r í s t i ca positiva de 5.141 
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L - X 
''-- + * (5.154) 

v + c T 

p 

y a se conoce el tirarme e¡, .x - L. si es te es D 

c = •/ ¿i) (5.155) 
R ° F 

ahora, con la ec. correspondiente a la c a rac te r í s t i ca positiva, ec. 5.145, 

obtiene 

v = (,• + 2c ' + g(s - s : (I - t ) - 2c (5.156) 
R p p O f p R p R 

De e s ta manera ¡a secuela ce calculo es 

a) Con los da tos o valores conocidos en los puntos P y Q, ca lcular p a r a 

puntos in ter iores 

t con la 5.143 
R 

x con la 5.144 
R 
v con la 5.147 

R 

c con la 5.148 
R 

b) Calcular l as var iables en la f ron te ra izquierda 

t con l a 5 .149 
R 

x con la 5 .150 
R 

v con l a 5 .151 
R 

c con la 5 .152 
R 



c) Calcular las variables en la frontera derecha 

t con la 5.153 
R 

x con la 5.154 
R 

v cor. la 5.155 
R 

c con la 5.156 
R 

d) Repetir los incisos anteriores tanto como sea necesario. 

El procedimiento anterior tiene la desventaja de que las intersecciones de 

las características (coordenadas del punto R) no quedan igualmente espaciadas 

ni en x ni en t, por lo que sí interesan conocer algunas propiedades del flujo 

a distancias y tiempos regulares (fig, 5.12) se necesita hacer algunas 

interpolaciones lineales. Existen métodos donde se fija la intersección de 

las características y lo que se determina son los puntos P y Q, con lo cual 

se obtiene las propiedades del flujo en mallas regulares. En ambos 

procedimentos aparece un error por la interpolación y dependerá de las 

aproximaciones empleadas para decidir cuál de las dos versiones es la mejor. 

NO ESTÁN ALINEADAS LAS INTERSECCIONES 

Figura 5.12. Plano de las características 
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5.4 Método del elemento f ini to 

En el inciso 4.8.1 se comentó brevemente sobre el cálculo de varaciones y se 

discutió la ec. de Euler-Lagrange. Ahora se puede extender esa idea al caso 

de un funcional. 

J = F ( x , y , z , - g j - , - ^ ) dxdy (5.157) 

siendo su ecuación diferencial asociada 

F - 4 _ F - 4 _ F =o 
z dx p dy q 

donde 

(5.158) 

P = 
3z 
dx 

dz 
dy 

(5.159) 

Ejemplo 5.14 

Encontrar la ec. de Euler del funcional 

J = .(-§*-)% i f n ^ d , 
según 5.159 

~ 2 2 
F = p + q 

3F 
= 0 ; F = 2p ;F = 2q 

30 p q 

as i 
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por lo tanto 

- i ! * - + a ' » = 0 (5.160) 
ax2 ay 2 

Por otra parte, tratando de aproximar lo mejor posible una área irregular 

como la mostrada en la fig 5.13 se observa que al dividirla en triángulos se 

cubre el área con mayor detalle que con una serie de cuadrados. 

( b ) 

Figura 5.13. Mallas de elemento finito sobre un área irregular 

De una manera similar al método de Ritz se hará una introdución al del 

elemento finito, por lo que sólo se t r a t a r á el enfoque del cálculo 
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varíacional y no el de Galerkin. Conviene aclarar que se preferirán los 

triángulos únicamente por la razón señalada antes y que en el método del 

elemeto finito se pueden t r a ta r triángulos, cuadrados, rectángulos, etcétera 

De acuerdo con el método de Ritz (subcapítulo 4.8.1) se plantea la siguiente 

secuela: 

1.Definir la ecuación diferencial parcial por resolver y sus condiciones 

de frontera. 

2.Seleccionar la configuración de los elementos y dibujarlos sobre el área 

de interés. 

3. En contrar el funcional de la ec. diferencial, X. 

4. Proponer una función que corresponda a la solución para cada elemento, 

para triángulos se tiene 

4> « P +Qx + Ry (5.162) 

planteada para cada vértice del triángulo 

0 = P + Q x + Ry (5.163) 
rv i v i v r v 

donde 

v = i, j , k 

í representa al número de triángulo 

P , 0 , y R son t res coeficientes asociados al triángulo i 
x , y representan a las coordenadas del vértice v del triángulo 

S.Sustituir la función de aproximación (paso 4) en el funcional. En éi, 

considerar en lugar de la integral una suma de elementos. 

6.Minim¡zar el funcional respecto a la 0 
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3 X = O (5.164) 
30 

V 

v = i , j , k de cada t r iángulo 1 

y así se forma un sistema de ecuaciones que tiene como incógnitas a 0 v 

7 Resolver el sistema de ecuaciones del paso 6, con lo cual se encuentra un 

solución aproximada de la ec. diferencial de interés. 

Para ilustrar lo anterior se procederá a desarrollar un ejemplo. 

Ejemplo 5.15 

Encontrar los valores del potencial de velocidades 0 en el punto 1 y 2 para 

dibujar ¡a red de flujo, para el flujo de la fig 5.14. Si 0 representa el 

valor de 0 en el punto i; se sabe que 

0 = 0 = 0 s 0 = 600 r2 f3 rA f5 

0 = 300 

é = 0 = 0 = 0 = 0 
Tl *8 r 9 10 

Solución 

1. La ec. por resolver es 

^±~ + - * ! í - = 0 (5.165) 
Sx 2 dy2 

con las condiciones de frontera dadas por los valores conocidos de 0 

2. Se considera la fig. 5.15 
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$ 2 - * 3 - $ 4 = $5 - 6 0 0 

*6 - 300 

*7 z *8 - +9 - 4io r 0 

10 m 
< > 

. 5 . « 

a 

9 fo 
yPy/yS/sPsyyyyyy 

r;^ J10 m 

Figura 5 14 Canal del ejemplo 5 15 



« 10 ¡I 30m " i 
10m 20m 

Figura 5.14.a. Malla del flujo del ejemplo 5.15 
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3. Según el ejemplo 5.12, el funcional de la ec. diferencial es 

X = 
_30_ 
dx •) + t-gf-) 1 <* dy (5.166) 

4. Para la fig. 5.15 

4> = P + Q x + R y 
M 1 1 1 Ji 

0 = P + Q x + Ry 
j i i J J 

0 = P + Q x + Ry 
R i i R J R 

(5.167a) 

(5.167b) 

(5.167c) 

"W 

'W 

Figura 5.15. Triángulo de nomenclatura de elemento finito. 

5. Al sustituir la ec. 5.162 en 5.166 

X = [Q2 + R 2 ] dy dx 

N 

X = l (Q 2
 + R 2 ) A i 

i = i 
(5.168) 

siendo N el número de triángulos y A el área del triángulo i. 
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6. Para minimizar 5.168 

3 X 3 r , „2 „2 
30 30 

^ v r v 1 = 1 
N 

i < • > : • * ; > * • 

3Q 3R 

1 = 1 * v v 

al i gua la r a cero 

N 

3X P . . 3 Q . . - 3 R . - I (0, "ST- + R, V - } A » (5169) 
30 L l 30 l 30 

lo anterior se puede escribir 

N 

3X 
= £ <c(i, v, i)0t + c(i, v, j)0 + c(i, v, k)0k = 0 

(5.170) 

30 
r v 1 = 1 

Para el caso particular de la fig 5.15 se tiene 

Tabla 5.1 

Triangulo Vertices Aparece V=l Aparece V«2 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

1. J . 

3 , 4 , 

4 , 1. 

4 , 5 , 

5 , 2 , 

5 , 6, 

6 . 8, 

7 , 1, 

1, 10 

1, 2 , 

2 , 11 

2 , 8, 

k 

7 

7 

1 

1 

2 

2 

9 

. 9 

10 

, 10 

11 

* 

• 

• 

* 

• 

* 

» 
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si 0 = 0 sólo se considera en 5.170 a los triángulos en que aparece el 
V 1 

vértice 1, o sea los triángulos 2, 3, 4, 7, 8 y 9. 

Si 0 = 0 , se toman en cuenta en la suma de 5.170 a los triángulos donde 
v r 2 

aparece precisamente 2 o sea en 4, 5, 6, 10 y 11. 

De este modo las sumas son 

3 X = ( c ( 2 , l , 4 ) 0 4 + c [ 2 , l , l ) 0 + c ( 2 , l , 7 ) 0 7 } + ( c ( 3 , l , 4 ) 0 4 + 
30 1 

c (3 ,1 ,5 )0 + c ( 3 , 1 , 1 )0 ) +{c (4 , l , 5 )0 5 + c ( 4 , l , 2 ) 0 2 + 

c (4 ,1 ,1 )0 )+ í c ( 7 , l , 7 ) 0 7 + 0 ( 7 , 1 , 1 ) 0 ^ c ( 7 , l , 9 )0 g >+ 

( c ( 8 , 1 , 1 )0 + c ( 8 , l , l O ) 0 + c ( 8 , l , 9 ) 0 g ) + ( c ( 9 , 1 , 1 ) 0 ^ 

+ c ( 9 , 1 , 2 ) 0 + c ( 9 , 1 , 10 )0 = 0 (5.171) 

4 ¡ ^ - = <c(4 ,2 ,5)0 + c ( 4 , 2 , 2 ) 0 + c ( 4 , 2 , 1 ) 0 } + <c (5 ,2 ,5 )0 + 
0<J> 5 2 1 a 

c (5 , 2 , 6 ) 0 + c ( 5 , 2 , 2 )0„>+(c (6 ,2 , 6 )0 + c ( 6 , 2 , 8 ) 0 + 
6 2 b s 

c(6,2,2)0 2>+ < c < 9 , 2 , 1 ) 0 ^ c ( 9 , 2 , 2 )0 2 + c(9,2,1O>01O>+ 

<c(lO,2,2)0 + c ( l O , 2 , l l ) 0 + c ( lO , 2 , lO )0 i ¿+ ( c ( l l , 2 , 2 ) 0 2 + 

y + c ( l l , 2 , 8 ) 0 + c t l l , 2 , 1 1 ) 0 = 0 (5.172) 

Como en las ecuaciones anteriores sólo son incógnitas 0 ( y 0 2 al factorizar 

se tiene: 

a 0 + a 0 = b (5.171') 
u *1 12*2 i 
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a 0 +a 0 = b (5.172*) 
21*1 22*2 2 

De 5.171 

Los términos que multiplican a 0 

a = c(2,U)+c(3.I,l)+c(4,l,I)+c(7,l,I)+c(8,l,l)+c(9,l,l) 

(5.173) 

Los coeficientes de 0 son 

a = c (4,1,2) + c (9,1,2) (5.174) 

Los términos independientes 

b = - < c ( 2 , l , 4 ) - c ( 3 , l , 4 ) ) 0 4 - { c ( 3 , l , 5 )+ c (4 , l ,5 )>0 s+ 

- i c ( 2 , l , 7 ) + c ( 7 , l , 7 ) ) 0 7 - <c(7, l ,9)+ c (8 , l ,9 )>0 9+ 

- {c (c , l , 10 )+ c ( 9 , l , I O ) } 0 i o (5.175) 

A part i r de la ec. 5.172 se tiene 

Coeficientes de 0 

a = c(4,2,l) + c(9,2,l) (5.176) 

Coeficientes de 0 

a = c(4,2,2) + c(5,2,2i +c(6,2,2) + c(9,2,2)+ c(10,2,2) + c(ll ,2,2) 

(5.177) 
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Y los productos donde no aparece ni 0 y 0 

b = -<c(4,2,5)+ c(5 ,2 ,5})0 -<c(3,2,6)+ c (6 ,2 ,6)}0 + 
2 S o 

-<c(6,2,8)+ c ( l l , 2 , 8 ) ) 0 - <c(9,2, l0)+ c í l O . 2 , 1 0 » * + 

- { c (10 ,2 , l l )+ c ( l l , 2 , l l ) ) 0 (5.178) 

Se aprecia que conocidos los coeficientes c se calculan a a , b , a , 

a , b y se resuelve el sistema de ecuaciones lineales formado por 5.167' y 

5.168' y así se define 0 y 0 , concluyendo el ejercicio. 

Sin embargo, surge la pregunta ¿Cómo calcular los coeficientes c? 

Cálculo de los coeficientes c(i,v,i) 

Como para cada triángulo i se conocen las coordenadas de los vértices, 

resulta que a través de las ecuaciones 5.167 se puede obtener P , Q y R . En 

efecto, si su solución se plantea mediante la regla Cramer. 

Determinante de la matriz de coeficientes 

A = 
1 x y 
, i i 

1 x y 
1 x J y J 

en geometría analítica se demuestra que 

A = 2A (5.179) 

siendo A el área del triángulo i 

Determinante asociado a la incógnita P 
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p 

0 x y » 
0 x y I = 
0 J * J y j i 
r k k " 'k ' 

i lx y -x y )+ 0 ( x y - x y )+ 0 ( x y -x y ) i r k k J j *J k J i i Jk *k r i J / J 

( 5 . 177 ' ) 

Determinante asociado a la incógnita 0 

A = a 

1 
1 0 J y j 
1 0 J y J 

*k ^ k 

- 0l(yJ-yk)+ * / V y i , + V V V i5-178') 

Determinante asociado a la incógnita R 

A = 
a 

1 x 0 
1 x 0 
I x j 0 j 

k r k 

= 0 (x - x )+ 0 (x - x )+ 0 (x - x ) (5.179') 
i k j ^ j i k * k j i 

Por lo que resulta ser 

p = -AP 
i 2A 

(5.180) 

0. -
i 2A 

(5.181) 

R = 
i 2A 

(5.182) 

Al sustituir 5.181 en 5.169 
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a x 
a 0 -1 

V 1 = 1 

f D av v av 
<L ÍL + I . L_ v A = o 

2 30 r „ ,2 30_ I 1 ( 2 A i ) " "*v (2A i ) 

=I{D av av 
0 D R 

Q — ^ — + R 30 30 
= 0 (S. 

al sustituir 5.181 en 5.169 

30 

£ £ - 1 EWV + V'k -v+v^-v 1 E wV 
V 1 = 1 

30 30 A 
+ ( y k- y i , V + i y r y

J
) V ~4- + 

V V 

30 

[0i(xi(-xj)+ 0/^-xk)+ 0 , (^^)3 [ ( v ' j í - aT + 

30 30 A, 

•WT^V' . 'T 'T- 0 

al factorizar 0 , 0 y 0 



ax I ,.,.. „_ , .,. " . + 
- I < " v y i H V yK} +ix*~ V t J W ] 

a # - L , I V J j V V J j y k ' T * * k j ' v k j ' J 30 
v 1 = 1 v 

30 
[ ( y r y k ) ( y k - y j ) + ( x k - x j ) ( x j - x k ) ] - g , ! + 

30 A 
[ í y - y. ) (y - y , i + ( * - * , ) ( * - x)] -¿¿- ]> ' j y k ' V J i V TV k j ' 1 j i ' J 30 v " 4 

30 t 

+ K y ^ y ^ i y j - y , ) + ( x i - x k ) ( x k - x ) ] - ^ + 
V 

30 
I ( V ' . , ( W +ixr*k)Urxk)i V + 

v 

30 A 

" v V ' v V + (v V ( v V1 "w : 1 ^ * 
30 

+ í t y . - y ^ - y ^ + U ^ H ^ - x ^ ] - ^ • 

30 
[ ( y ¡ _ y j H y k - y i ) + ( x r x i ) ( x i - x k ) ] - ^ 1 + 

30 A 
E ( y i - y j ) ( y 1 - y j ) + ( V x ( ) ( x j - x , ) ] - g ^ i ] ^ - > 0 k = O 

Obsérvese que 
30 ¡ 30 30k 

30 ' 30 ' 30 
V V V 

son iguales a cero o a uno según sea v. 

Al comparar 5.184 con 5.170 se tiene 

a) si v = i 
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A 
c ( i . l . i ) = í ( y - y ) ( y - y ) +{X - x . K x - x ) ] — i — (5.185) 

A 
c ( i , i , j ) = [ ( y k - y ^ í y ^ y j + I X - ^ k ) i x k - x ^ J l — i — (5.186) 

A 
c d . i . i t ) = i ( y t - y ^ t y ^ ) + ( x - J f j i t ^ - x )) — i — (5.187) 

Nota: en 5 . 184 se c o n s i d e r ó 

30 30 30 
' « 1 J = "i = 0 30 30 " 30 

b ) SÍ V = j 

A 
c ( i , j , i ) = ICy^- y k ) ( y k - y j ) + i * k " * ) U - x ) ] — £ — (5.188) 

A 
c d . j . j ) = ! ( y k - y ^ C y ^ V j ) +ixt- ^ H x ^ x j ] —^— (5.189) 

A 
c í i . j . k ) = [ ( y ¡ - y ^ t y ^ V j ) +lx - x ^ i x ^ x k ) I — i — (5.190) 

Nota : en 5 . 1 8 4 se c o n s i d e r ó 

30 30 30 
J _ 1 * = 1 - a r 1 - ^ = 0 30 30 d0 
v v r v 

c) si v = k 

A 
c d . k . i ) = [ ( 7 j - yk)ty- y}) + ( x k - x ) ( x - x ) ] -~— (5.191) 

A 
c ( i , k , j ) = Ky - y ) ( y - y ) + ( x - x ) ( x - x ) ] — i — (5.192) 

K ' ' J i k j i 4 

A 
c ( i , k , k ) = K y ^ y j ) ( y r y j ) +UJ- * ) < * - x ) ] — i — (5.193) 

Nota : En 5.184 s e c o n s i d e r ó : 

30 30 30 

—k =l ¿ « _Jli = o 30 30 30 
v v r v 



Los coeficientes anteriores dependen solamente de las coordenadas de ios 

vértices de ¡os triángulos, porque conocidas éstas (paso 2) ya se pueden 

valuar los primeros 

Para el caso particular de ínteres se calcularán algunos de los coeficientes 

c. 

a) c(2,l,l) como corresponde al triángulo 2 y ahí i = 4, j = 1 y k = 7, se 

usará la ec. 5.189. 

A 
c ( 2 , l , l ) = [ ( y 7 - y t ) ( y ? - y j + (* 4 - * 7 H * 4 " * 7 >' — \ ~ 

de la f í g 5.14 
A 

c ( 2 , l , l ) = I ( 10 -10 ) ( 10 -10 ) + ( IO -Oí í lO-0 ) ] — | — 

A 
c ( 2 , l , l ) = 100 2— 

b) c (5 ,2 ,6 ) como corresponde a l t r i á n g u l o 5 y d e l la tabla kj 

i = 5 , j = 6 y k= 2; se usará l a ec 5 .192 . 

c(5,2,6) = [ ( y 2 - y 5 ) ( V y j +(x5- x 2 ) ( x 6 - x 5 ) l _ J -

de la f i g . 5 . 14 
A 

c (5 ,2 ,6 ) = [ (10-201(20-20) + (20-20) (30-20) ] — | — 

c ( 2 , l , l ) = O 

A efecto de disminuir el número de cálculos se toma en cuenta que según 5.186 

y 5.188, cti.i.i) = c(i,j,i) 

de 5.187 y 5.191, c(i,i,k) =c(i,k,i) 

de 5.190 y 5.192, c(i,j,ki =cd,k,j) 

Como se observa en las ecuaciones anteriores el método de elemento finito 
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implica una cantidad considerable de cálculos pero ellos son simples y 

fáciles de realizar en un programa de cómputo 
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