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V. SOLUCION NUMERICA DE LA
ECUACION DE RICHARDS

En este capitulo se presenta la aplicacion del método FVELLAM y su comparaciéon con
diferencias finitas para la solucion de la ecuacion de Richards. Debido a que FVELLAM solo
se aplica a operadores lineales es necesario linealizar la ecuacion de Richards. Para ello se

emplearan dos métodos: El de Picard y el de Taylor — Frechet (Arroyo, 2005)

5.1 LINEALIZACION DE LA ECUACION DE RICHARDS

Considérese la ecuacion de Richards en la direccion vertical z y en base 6, la cual es dada por
la ecuacion (2.1.26), a saber:

02l
&z

}K'i‘) 5.1.1)

(074

al escribir explicitamente las dependencias de las variables:

o -Lo0?]-c0% (512)

cz oz

Como se puede apreciar, la ecuacidon (5.1.2), es altamente no lineal. Para poder estar en
condiciones de solucionar numéricamente estas ecuaciones es necesario transformarlas a
ecuaciones lineales, para ello a continuacion se aplicaran dos métodos: Picard y Taylor —
Frechet.

5.1.1 METODO DE PICARD

La linealizacion propuesta por Picard se basa en un proceso iterativo, es decir, se propone un
valor de la incognita que se emplea unicamente para calcular los coeficientes que estan en
funcion de dicha incognita, generandose de esta manera la linealidad. La aplicacion de éste
método crea la necesidad de diferenciar entre la incognita determinada a través del valor
propuesto y la que permanece como incognita, estableciéndose una nueva notacion. Para la
ecuacion (5.1.2) se tiene:

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS APLICANDO FVELLAM



SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS 56

00" _ 0] por 20" |_goigrny20.
- 2oL |k (5.1

a)

donde £ indica el nivel de iteracion, de esta manera las variables en el nivel de iteracion k-1
son conocidas y las que estan en el nivel de iteracion & permanecen sin conocer. Se resuelve el
sistema de ecuaciones y se compara el valor de la incognita calculado en la iteracion & con el

propuesto en el nivel £-1, a través de una regla de decision del tipo:

|6* - 6| < tolerancia (5.1.4)

O bien
0" - 6"
T -0 (5.1.5)
Si no se cumple con la regla de decision, entonces el valor de la incognita calculado en la
iteracion k tomara el lugar del valor propuesto en el nivel &-/, repitiéndose el proceso hasti

que se cumpla con la tolerancia establecida.

A pesar de que este método es poco eficiente, su aplicacion esta muy difundida debido a qi

su implementacion es relativamente facil.

5.1.2 METODO DE TAYLOR - FRECHET

El método de Taylor — Frechet considera a la incdgnita de la siguiente manera (Arroyo,
2005):

6(z.t) = 6(z,1)+F(z.1) (5.1.6)

donde:

6(z,1) es la solucion
6(z,t) es la funcion de referencia.
&(z,1) es la funcion de correccion.

Ademas:

71 ‘
<] = |8 <<1@
3 8] <<9] (5.1.7)

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS APLICANDO FVELLAM



SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS 57

La ecuacion (5.1.6) puede esquematizarse en la siguiente figura:

Figura 5.1. Descomposicion de la incognita 6.

Sustituyendo la ecuacién (5.1.6) enla (5.1.2)

o0 +8)_ ?{D@ +9) é(gfg)}"" (7527 (5.1.8)
ot cz oz ez
Ademas si se define:
0(z,t)=0(z -2t —7) (5.1.9)
en la que
{zj-:‘rvdt (5.1.10)
de acuerdo a la siguiente figura:
tn tml 1 tnv'—l
7 - ( \\ \\\\
N ) AN
J LA vt
N\
T=t-t e
|z
Yl )
At |

Figura 5.2 Esquema auxiliar en la definicién de la funcion de referencia.
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de tal forma que:
6z, )=6(z" 1") (5.1.11)

Es decir, se considera a la funcion de referencia @ equivalente a la otra funcion ¢ en ¢
siguiendo las lineas caracteristicas. De esta manera queda como incognita la funcion de
correccion & . Si se aplica la serie de Taylor para los coeficientes D(@ +6) y para K'(F +0) se

obtiene:

D +6)~ D)+ D(op +2(F°) (5.1.12)
K0 +8)~ K 0)+ k0P +20) (5.1.13)

Despreciando los términos del orden 2(7°) y sustituyendo las ecuaciones (5.1.12) y (5.1.13)

enla (5.1.8) se tiene:

- 20 oo - @) ) ) (5114

4

Desarrollando términos:

O 2 D) DY+ oy P Y |-
® cz &z oz oz

ot ot (74

@02 _ (02 _ k(0 %0 _ (ol P
KOy -Kk'0) —-k"lp— -k P

(5.1.15)

despreciando nuevamente los términos del orden ?(F*)y los del orden (76), la ecuacion
(5.1.15) se simplifica:

00 06 0,100 067 ., =80 co
5+5_5{D(9) 7 +D(9)62}1& 67 -k 6) (5.1.16)

Agrupando del lado derecho de la igualdad los términos desconocidos y en el otro lado los
conocidos:

lord or

DL |k @ -2 2D |-k 0L (5.1.17)
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Finalmente, si se define el operador:

0=~ 2 00 00) (5118
Se cumple que:
£(@)=-70) (5.1.19)

La ecuacion (5.1.19) 0 (5.1.17) puede resolverse con el siguiente algoritmo:
Paso 1. Hacer 0 =6(z-.,1-7)
Paso 2. Resolver ./'(7)=-.£(9), considerando a & como incognita'y a & como un valor
conocido (paso 1), empleando algun método numeérico.
Paso 3. Hacer 6(z,1"")* =6+ , lo cual constituye la primera iteracion (m = 0).
Paso 4. Para m = 1, hasta que se cumpla la tolerancia:
4.1 Hacer 6 =06(z,")""
4.2 Resolver #(9)=-.(6)como en el paso 2.
4.3 Hacer 8z, )" =6 +8"
4.4 Si se cumple una condicion del tipo (5.1.4) o (5.1.5) entonces se habra encontrado

la solucidn y se puede ir al siguiente paso de tiempo (paso 1), de no ser asi se debe
ir al paso 4.1

A continuacién se resolveran con diferencias finitas y FVELLAM las dos versiones
linealizadas de la ecuacion de Richards: la ecuacion (5.1.3) que fue obtenida con una

linealizacion tipo Picard, y la ecuacion (5.1.19), obtenida a través de una linealizacion tipo
Taylor — Frechet

5.2 FORMULACION EN DIFERENCIAS FINITAS DE

LA ECUACION DE RICHARDS.

La ecuacion de Richards en una dimension en la direccion z en base & esta dada por la
ecuacion (2.1.26):

06 ¢ o6 o6
=2 D) |-k ()
= OZ{ ()az} 1\()5Y (5.2.1)
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Una solucién en diferencias finitas considerando para el tiempo una aproximacion tipo Crank
Nicolson y para el espacio una aproximacion centrada, se expresa por:

A
cZ

6’_’” —6" A A n+l A A n
""’w[;(DOTHJ-K’Q} +(1—:f{f£DO—6]—K’%} (5.2.2)

Debe notarse que no se ha escrito la dependencia funcional de las variables Dy K’ con el
proposito de facilitar la notacion, asi mismo se ha introducido a y como el factor de peso en el
tiempo, O < < 1, de tal forma que si y=1 se tiene un esquema totalmente implicito, si y=0 se
tiene un esquema totalmente explicito y si = %% se tiene un esquema tipo Crank — Nicolson.
De aqui se observa que Unicamente para 0 < y < 1 hay necesidad de resolver un sistema
simultaneo de ecuaciones. Considerando ahora un paso Az constante se procede a discretizar
en el espacio el miembro derecho de la ecuacion (5.2.2):

o2 b2), %) J2
cz oz o cz A Az

S’|Q)

(5.2.3)

(08 (8. -0
K. il :K d+ i-1
_,{52]"; ,,[72& ] (5.2.4)

wel _ n B el
gj 9.] - VJ{D:‘J (61+l - 61‘)_ D, (9_1' - Hj—-l )j| ﬁ - Kz [6!” Q-H Jl

At d
+(- 7){{1 ©6..-0)-0 ,b,-06,, )} é K [0_%]}

Si se factorizan los términos comunes para cada variable y se pasan al miembro izquierdo de
la igualdad los términos desconocidos, resulta:

(5.2.5)
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9;”’ 1 DIHI +Dn+l
Clat e P -
gnﬂli_‘y*DlH; +LK”HIi|+9,-H‘II|:‘ _ 7/ Kll:+l:|+
e e Y R oAzt ey 24z
11—
9;’{—i+[ Az:’/}[D" , +D" ,] +
) — 11— 11— )
0"1{_[1 /lel[ +[1 1/] Ill} 0” { [ (]D"l +[ ’/]K,:'}ZO
g+ Az_’ sl ZA.“ K Az’ _i—? 24z K

En donde j, n, Az y At denotan localizacion nodal, nivel de tiempo, incremento de la malla en
la dimension z e incremento en un paso de tiempo, respectivamente. Asi mismo, D} = ple?) y

(5.2.6)

K"=K(0"). De esta manera, se ha obtenido la discretizacion de la ecuacion de Richards, la

cual es no lineal, por lo que para resolverla es necesario aplicar algin procedimiento de
linealizacién como los vistos en la seccion anterior.

5.2.1 LINEALIZACION TIPO PICARD

Partiendo de la ecuacion (5.2.6) y aplicando la metodologia vista en la seccion 5.1.1, se tiene:

u+l m+1 V D:hll,m +
f i3 3

n+lm-l I/ n+im ;y tn+im n+im+d / n+lm ;y s n+lm
:+l D K + 9/—1 D -5 K i +
Az 5 ZAz ’ ’ Az J-— 24

/-
9:1{ 1 +[ /j[Dll Dll I]}*_
- AZ' J** i3
— — ] —1 J—vY
QIILI 1 "/ D" , + 1 / AIN 9" 11/ D" , + I/ K’;l :0
Az* )7 24z A )T T\ oAz )

en donde el superindice n+/, m+1 significa que la incognita € se calcula en el paso de tiempo

(5.2.7)

n+1y en la iteracion m+ /, mientras que el superindice n+/, m significa que la incognita & se
calcula en el paso de tiempo n+/ pero en la iteracion m, la cual es conocida.

La ecuacion (5.2.7) constituye la ecuacion aplicable a los nodos que no se ven afectados por
las condiciones de frontera, sin embargo, cuando esto ocurre esta ecuacion debe modificarse.
El método de diferencias finitas puede incorporar cualquier tipo de frontera, en este caso se
considerara para la frontera superior una tipo Robin y para la inferior una frontera tipo
Dirichlet.
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5.2.1.1 Frontera superior:

Nivel del q,
terreno . bt

,,,,,

i=3 z=04

Figura 5.3 Condicion de frontera superior tipo Robin

Como ejemplo, considérese una frontera tipo Robin, en la que se presenta un flujo de Darcy
que se incrementa linealmente con el tiempo siguiendo la siguiente ley:

q=/(z1) (5.2.8)
se debe considerar la expresion que define al flujo de Darcy:
1=k 2 )=k 0] 2, -2)
(o714 (74
(5.2.9)

oz

q= —K(@)[% - 1}

en donde y;, representa la incognita que se busca determinar. Las relaciones de Van

Genuchten permiten escribir a 4, en funcion de &, es decir:

% &
q:_K(g{%z()"} (5.2.10)
Asi, al emplear la ecuacion (2.2.12):
o-0 \» |
0)= .
ver-w [ %]

se tiene
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q=-K(6) J—l (5.2.11)

Para simplificar la notacién se empleara la indicada en la ecuacion (2.2.10). Aplicando

diferencias hacia adelante a la ecuacion anterior se llega:

q=—K(H{M—I} (5.2.12)

-

despejando para las incognitas y»(6) y wi(6) y considerando que todas las variables estan
relacionadas con el nivel de tiempo n+1, que la frontera superior corresponde al nodo i=/y

que se esta aplicando una linealizacion tipo Picard se llega a la siguiente expresion:

nl.m - n+lom

1 - Kl neld A 1 - n+dm
Wi (9{ Az ]+l//l (9{ Az ]qu —K(@)l (5213)

despejando para y;(6):

+4 n+ld IAZ
v 0) =y (9)+1T-(iW_AZ (52.14)

La ecuacion (5.2.14) corresponde al nodo que contiene la frontera superior y puede
incorporarse directamente en la matriz de coeficientes.

5.2.1.2 Frontera inferior:

Se ha propuesto una frontera tipo Dirichlet, por lo tanto, la ecuacion correspondiente al nodo
que constituye la frontera debe suprimirse y la ecuacidén para el penultimo nodo debe
modificarse. De esta manera se tiene:
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9;)+l.m+l |:§+ A}z/7 [DIH—:."I +Dn+;.m] —
; ' a i+ 5

9:1+Ilm+l|:_ // DrH—:.m _ // KI.:H-I.III il +

24z° i 24z
1—1 1—"/ o
+o" || =L+ L ke
: Az° 3 24z :

(-){_iju[]_f’][.o"ﬁ.o",]

: At Az i3 i3
n 1 — }/ " 1 - 7'/ n n+id }/ n+lm ;V i+ dom

g |- —|D", +H| —= K" |+8/| - D"+ ——K =0
i Az’ - 24z i i AZZ ! 2 Az J

{_ Lo 1\} debido

J*_T,

(5.2.15)

En la ecuacion anterior se considera conocido el término 67/

j+i

a las condicidn de frontera inferior.

5.2.2 LINEALIZACION TIPO TAYLOR — FRECHET

Si la ecuacion 5.1.14 se aproxima a través de una solucion en diferencias finitas se obtiene:

o oz oz o &z oz oz

ﬁ_Q{D(g)f}K' 0% - iﬂ%g(@)ﬁ}p 0% (5.2.16)

Aplicando el método de Diferencias Finitas:

»"*‘l _ »" . N+l . el _ gll+l _g‘n+l
g_/ 9; _ [D(e)m/ 82 ] —[D(H)"” 69 ] 1 +K’(9)::” i+l -1
o
-

At ol oz Az 24z
i (5.2.17)
_—93’*"_é’: “Sy+d 6?’”’ _ \n+l aé’”l L_ (A é’;:; _éjt:
- a 0(9) &z ] . [D(g) & ], Az K@) 24z

J+s
En donde se ha puesto en el miembro izquierdo de la igualdad las incognitas, el subindice
indica el nodo en el cual se aplican las variables y el superindice # sefiala el nivel de tiempo,

de acuerdo al algoritmo descrito en la seccién 4.1.2. Discretizando las derivadas que
permanecen en la ecuacion anterior:
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n+t n asl 'u+l . .u+l —9’_’“’
P ey ot |
At " Az Az

+K'(6: =— +
o A (5.2.18)
e B8 (e B 8]
(ol 2oy, 2L
s 050 =00
—K'(e)j - 2AZ-

At Az

(5.2.19)

Factorizando para &
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+= —= - jr—
i =3 iy

Yo vt Ve | I (=2 o ] ,
O R e et OO

J*'?

|-y - CDicy o, o[-0 oy, -k

2 2 -1
- s

B e o | S B e O A o

-

1 (5.2.20)
4 =\l N+l | | S 7 =\ 1 Y (AN [Fe
{E+ = [D(@)j‘g +D(9)J_T,’Ne,- {—;D(a)hg +o oK (@), }a,ﬂ
v —\n+l 7 e (A et 1 (1—}/) =\n —\n —n
{_ 20y K ) }(—) *{‘T—Az: [D(e)j% +D(9)J_§H0, R

I=7) v ) B I—, N 1-9)

La cual constituye la ecuacion de Richards linealizada por el método de Taylor — Frechet y
discretizada por el método de diferencias finitas y en donde se puede aplicar el algoritmo
presentado en la seccion 5.1.2 para resolverla, considerando previamente adecuadas
condiciones de frontera e iniciales. En este sentido, al igual que en el apartado anterior se
considerara una condicion de frontera superior tipo Robin o flujo total, y para la frontera

inferior una condicion tipo Dirichlet.

5.2.2.1 Frontera superior

Se seguira un procedimiento analogo al presentado en la seccion 5.2.1.1. Se presenta un flujo
de Darcy que se incrementa linealmente con el tiempo siguiendo la siguiente ley:

g=/(z1) (5.2.21)

Considerando la expresion que define al flujo de Darcy:

4= _K(a)[af’ ] _ —K(&{g v - Z)J _ _K(e)[ﬁ( - 1} (52.22)

oz oz Oz

en donde 4, representa la incognita que se busca determinar. Empleando nuevamente las
relaciones de Van Genuchten presentadas en la seccion 2.2 para escribir a y, en funcién de 6,

particularmente la ecuacion (2.2.12), se tiene
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q=—K(9{M—1} =-K(6) iy (5.2.23)

oz

Para simplificar la notacion unicamente se empleara en lo sucesivo la notacién indicada en la
ecuacion (2.2.12). Aplicando diferencias hacia adelante a la ecuacion anterior y considerando
la definicion de g dada en la ecuacion (5.2.21) se llega:

q =4<(9)[M - 1} (5.2.24)
Agrupando los coeficientes para las incognitas y2(60) y y;(6) y despejando para y;(6) se tiene:

Az
V/;’+I(9)=W:+I(9)+Kq((;‘)m“"_m (5225)

Al incorporar la ecuacion (5.2.25) en la ecuacion general del método se tiene:

P CRE N | BEP O RRe S 7

A Az

-2 oy, o), o+ [%D@f,#’—/) 0

a4z 3

1 (5.2.26)
4 }/ e+ AN+ A+ _ / n+d n+l u+l
Lﬁ&:[D(@)j%+D(9)ﬁ§He,, { - Do), y }

= oy, oy, BP0y, - 00 e
= COREUN R (L- K@), =0

En la cual &' se obtiene a partir de la ecuacion 5.2.25 y se ha eliminado el término asociado

al nodo j-/ por no existir en la frontera superior.

5.2.2.2 Frontera inferior

Se ha considerado una frontera tipo Dirichlet, por lo que el nodo que representa la frontera,
nodo /, debe desaparecer y el nodo adyacente a éste cambia de la siguiente manera:
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<

S =2 [D(@)t' . D(é)f‘% Ha {— % p@)", —% K (o), }g )

. J
Wl
2

+

=) o =)l T 7 vt o T
__ATD(H) LK @y o, + —?D(@)P,TJr LK ey o

- CT ' (5.2.27)
7 7 nd Y4 (AN |/
- Loy

+
| ~
+
~
N
2
)
~—
z
+
=2
D
~—
i
I
+
|
5 ‘\
2
)
~—

A ey, U= oy }éf;-,

<

|
+
e T
R

(=7 pay LU= iy
+ _—AZ—JD(H) I+TAZ__A (6) 0_i+l+

i+ J
2

LoD+ 0 [ =0

7 n+

En la que se coloco al final el término relacionado con &) "/ por ser conocido a través de las

condiciones de frontera.

5.3 FORMULACION FVELLAM DE LA ECUACION DE RICHARDS.

En esta seccion se aplica la metodologia presentada en el capitulo 4 a la ecuacion de Richards
linealizada por el método de Picard y el de Taylor — Frechet.

5.3.1 LINEALIZACION TIPO PICARD

5.3.1.1 Ecuacion para nodos que no se ven afectados por las condiciones de frontera.

La ecuacion de Richards en términos de la humedad y linealizada por el método de Picard,

esta dada por la ecuacion (5.1.3):

t _6%[1)(0,,,)66(2,[)}+K,(l9,,,)6¢9(z,t):f(z’[) (53.1)

con flz,f) = 0. Si se define el siguiente operador:
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w220 _ 2l oma®)], riom 2 3
°)= - —| D@ K'\¢

j() ot (32|:D( )82]'- ( )62 (5:32)

entonces se cumple en la ecuacion (5.3.1) que:
£(6)=2%1) -?{D(é’”)agfz’[)} + k(o) 2% ) (5323)

ct cZ (074 (074
o escrito de otra forma:
e e (534)
ot cz oz

De esta manera se puede generar la primera forma débil del método:
fﬂ:[f(@)— Sz, t)]w(z, t)dzdt =0 (5.3.5)

donde w es una funcion de peso y fiz,#) = 0. Sustituyendo (5.3.4) en (5.3.5) se tiene:

TelL 89 Z,[ a 1 f{m m ae(z’t)

MO{ ét )+5[1& O )e.)-Dlo" )= }}w(z,t)dzdﬁo (5.3.6)
el primer término de la integral (5.3.6) puede tratarse usando la regla de derivada de un
producto:

o6(z.1) N 69(2,[)11(2,[)_6%!(2,[)
— w(z,1)= - - 0(z.1) (5.3.7)

De la misma manera se trata la segunda integral de la ecuacion (5.3.6):

%{K'(m)‘g(zyf)—D(H"')aeg’t)}w(z,t)= %HK’( ’")9(2,[)—D(@’")aggyt)lw(z,t)}
(5.38)
—{K'(@“)@(z,z)-D( m)aeg,z)} f’we(jt)

Sustituyendo (5.3.7) y (5.3.8) en la ecuacién (5.3.6) y ordenando términos se tiene:

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS APLICANDO FVELLAM



SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS 70

(7.2 D i 12 i pte) - 0o} 2D e
- (5.3.9)
J,,J,, Do )6[0 ]O[W(zt]dd JJ{F[W( )] LK )C[Hg’[)]}e(z,t)dzdt-o
si se escoge w tal que:
e (5.3.10)

el cual es el operador adjunto asociado al término advectivo. Ademas si se divide el rango de
tiempo [0,7] en una serie de intervalos At = [, " /1 se obtiene la siguiente ecuacion para un
At

[ ) g 122 0 ) Do) P e

(53.11)
+[" [*Dlo” )—Oe(z' 1) L‘“fz' ) gt = 0
oz oz

Dado que el rango del tiempo se ha dividido en intervalos diferenciales, la primera integral del

lado izquierdo de la igualdad (5.3.11) puede tratarse de la siguiente manera:

[ [OOCMED) g (e, Yol Y~ [ e Yol (53.12)

Ot

Para tratar la segunda integral de la ecuacion (5.3.11) se usa el teorema de Green de la

siguiente manera:

&z

ol ,{K’(@”P(z, e ’)} o ) (2 iz, 1 )dsd

12 (ke - 00V ) -

(5.3.13)

donde 7(z) es un vector unitario normal a la frontera, ilustrado en la figura 5.4.
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Nivel del
terreno

Figura 5.4. Ilustracion de los vectores unitarios normales a la frontera 7.

Al incorporar las ecuaciones (5.3.12) y (5.3.13) en (5.2.9) se genera la siguiente expresion:

J’OLQ(Z,I"*’)W(Z,I"” )iz
R T B G e RO (53.14)

7 10l PRV ol
cz

Cz

El intervalo [0, L] se divide en un conjunto de sub-intervalos o volimenes finitos {z 2 ,} de

i-— i+—
2 2

longitud 4z; tal que : . Ademas, a cada volumen finito le asociamos una funcién de

Az
z £ —~
' 2

i

peso w; (z, ¢) la cual se definio en el capitulo 4. ELLAM selecciona w(z,f) tal que el operador
adjunto se anule, por lo tanto la funcion w(z,f) sera la que es constante a lo largo de las lineas

de flujo (lineas caracteristicas). La funcion mas sencilla sera:

W‘,(" [)— 1 Z(t"”,'Z,t)G|:Zi_§,z‘+ti:|,- te[tn)tnﬂ]

0 de otra forma

(5.3.15)

La geometria de w(z,f) sera la mostrada en la figura 5.5.
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¢ ¢
o Zi-12 T Zj+
w(zt) L -
= bzi e Zie
_ )
®Ziq2 ®Z;
4 L Zi-112
. oZi-l

Figura 5.5. Geometria de la funcién de peso w(z,?).

Empleando la funcion de peso anteriormente definida y usando aproximaciones totalmente
implicitas en el tiempo se llega a la siguiente ecuacion:

J'”)’ 6z, Yz
piet o om i m 69(Z,f"”) " net
L[ (-J'Q[[\ ©p.)- D )Tjon(Z)W(Z,f st (5.3.16)

AR o R L P

e B -
itz oz cZ Ci-f1/2)

En el caso de nodos internos en donde las lineas caracteristicas no crucen las fronteras, la
segunda integral del lado izquierdo de la ecuacion (5.3.16) sera nula. Para la primera integral

se considera una variacion lineal de 8 en el espacio (figura 5.6), por lo que esta integral se
puede separar en dos intervalos de integracion:

J:'I'.:”_’Y‘Q(z,t"+'}iz = J‘:‘ 6z, iz + J‘" 0(2, " iz (5.3.17)

al aplicar la regla del trapecio se tiene:
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IO s
7 (5.3.18)
Jo Oz, Yz = %— o +0:5)...]

como se ha considerado un comportamiento lineal de 6 se puede hacer la siguiente

aproximacion:

i~

ort = é[@;ﬁ,’ +6r]

; (53.19)
H‘.’:: . = ; [Hilhl +9,’:I]
por lo que la ecuacion (5.3.18) queda:
J‘:I 9(2,[”” yz — £|:0‘n+l +i?(0ili;l +0[n+l):| — %0{:[ +%9::+[
" - 53.20
J:"V’/?’ 6(2 ln+l yz - g 6)14—[ +i(9u+l +6n+l) — 3Az 9n+l +£0n+l ( )
- ) - 4 i 3 i i+l 8 i 8 i+
finalmente, la primera integral de la ecuacion (5.3.16) se transforma en:
Stz n+ 1 n+ 6 n+ 1 n+
Ly_mﬂ(z,t Yz = Az(gﬁi_l' +§0,. ! +§6’m'] (5.3.21)
e1 ei+1
0i.1 " .
’/ i
® & . —h > —
Zi-] Zip  Zi Zivip  Zitl

Figura 5.6. Contenido de humedad (6) como funcién lineal
de la distancia entre nodos.

Para la tercera integral se observa que

ow,(z.1)
&z

<

es una funcion delta de Diracen z |, y z ,, por

lo que esta integral se transforma en:
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[ )2 e ) gy
; o cz

5(‘)(2 t"”)_ ae(zmn:)'tml)i| (5322)

i—(102)°

Do) ar —

cz cz

en donde se ha aplicado la propiedad:

] f,”,fff/’(z){5[z—z,J—é‘{z—zivg ]}t =/ [] -/ [z] (5.3.23)

Si se aplica una discretizacion en diferencias finitas para las derivadas presentes en la ecuacion
(5.3.22) se obtiene:

cz oz Az Az

D(gm)dtliae(zwu.n ’t"”)_ig(zmw 20" ):l — D(QM)A[[Q'"H _9,-'3’ _ 9,,»:’ _91'"” :’ (5324)

De esta forma, la ecuacion (5.3.16) se reduce a la siguiente expresion:

Az[lein:l+&9;1+l+19n+l]+
8 8

8 i+t
N atl ; wed _ (5.3.25)
D(QM)A[{GQ(ZP“”),Z )_ 89(‘,““/1),1 ):| _ J’Z it 0(2,1”}1’2
Oz oz L
Por lo tanto la ecuacién (5.3.16) se transforma en:
[ e, o + m)4{5(’(%{;2»f‘“)_ae(z,ﬂ.ﬂwr"“ )}B S ol Y (5.3.26)
oo Cz cz

donde B es la integral de frontera dada por la siguiente expresion:

5= 11" 1| W)l Py s (53.27)

Es posible manipular el segundo término del lado izquierdo de la ecuacién (5.3.25) con el

proposito de determinar los coeficientes para la incognita 6, quedando de la siguiente manera:
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1 ri+d ( Nt 1 i A m . 0:‘1‘1 - 0:”—‘:‘/ H:' - 9.‘“:’ :.m':: 3 5]
.dz{-g(;;]- +7;—9:- +on J+D(€) )Jt[ e j— [6e (5.3.28)
Separando términos:
Jz[é g +%0_’”’ +é&’;‘,'J+ D(G;)J‘ g - D(i"z)d‘ o
Y - " (5.3.29)
~ D(@JZ )t P D(HJZ )4 g = o i
Factorizando:
o, D) o) e )
8 Az A " Az |
e Dlo)u ) (5.3.30)
LR = ke

la cual es valida para nodos internos que no son afectados por las condiciones de frontera. Si
se agrega la integral de frontera se tiene:

[6;12 2L . D(H”‘)At}

Az Az 8 Az o
AP el ke

Debe notarse que si se esta en nodos contiguos a la frontera superior o inferior, la ecuacién

anterior se modifica debido a que la distancia Az se reduce a la mitad. Para éstos casos la
ecuacion (5.3.31) queda de la siguiente manera:

{5;&+ D), D(H“)m}aw {E_ D(Qm)dt:|9,,+,
8 A Az 4 x
{EM}

8

. (5.3.32)
O +B= [ 0z, iz

1=fir2)
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5.3.1.2 Integral de masa en '

FV-ELLAM evalta la integral de masa en /' aplicando la integracion en /", es decir, los
puntos de integracion y sus pesos asociados son proyectados hacia adelante (forward tracking)
a ("' (véase figura 5.7), por lo tanto se usan valores estandar de &z, /") pero la funcion de

peso aproximada se evaliia como:
wiz ")=w(z 1) (5.3.33)

donde 2 es la proyeccion en 7" del punto z en 7.

n +1
t £
(zt’) -——————
$o————sad o
N WL

Figura 5.7. Proyeccion del punto (z,77) al punto (z./""")

y su funcidn de peso asociada.
W, debe parecerse mucho a w; y debe cumplir la condicion de que la suma de la funcién de

peso en cada punto debe ser igual a uno. De acuerdo a esto se procede a determinar la integral

de masaen 1":
J: G(z,t" )dz ~ .[:Q(z,t" )W, (2, t"”)a’z (5.3.34)

Empleando nuevamente la regla del trapecio:

[,0G.1")w, (2.0 Jiz = ge(zk,z")v(zk)wi (2 )e) (5.3.35)

donde:

{/(z) es el peso asociado a z; dado por la siguiente expresion:
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. !
Utz )=z, —2.) k=1
i !
U(z‘_)z—_)(zh, —z,,) I<k <NT (5.3.36)
. 1 .
LJ(ZL):?(ZL- _“k—l)’. k=NT

NT = Numero total de puntos de integracion.

La eleccion de la funcion de peso W, (z,¢) se realiza como fue descrita en el capitulo 4.4

5.3.1.3 Integral de frontera, B

Para analizar la integral de frontera se proponen dos condiciones de frontera, una para la

frontera superior y otra para la frontera inferior.

a) Frontera superior (condicion tipo Robin)

La frontera superior o de entrada de flujo interviene en los calculos cuando una frontera

espacial es interceptada en el tiempo #,_,,, > 7, cuando se proyectan las lineas caracteristicas

hacia atras desde Z;;5 en 7 (figura 5.8). Cuando esto ocurre la ecuacioén de Frontera B es

diferente de cero.

n n+1
t t’:‘, 12 t
Z 3 - 1-( 1/
i+1/2 @ \ a
Zi2 s
[ \
[ N
| \
Y \
\ Zi1n
N
z:
\ 1
A
AN
AN
\\
Zin

Figura 5.8. Lineas caracteristicas interceptando la frontera superior

n+/

cuando se proyectan hacia atras desde el tiempo 7" .
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Recordando la ecuacién de frontera B (ecuacion 5.3.27):

B[ 1| e ter)- 06} 2 e s

lo4

puesto que se trata de la frontera de entrada el vector 17(z) = -1, por lo que se tiene:
B=-f {K (6" pa.)- D(H”’)M} (2,0 Y (5.3.37)

Como se ha considerado una frontera tipo Robin se seguira un procedimiento similar al
presentado en la seccion anterior. El flujo de Darcy propuesto sigue la ley especificada
mediante la ecuacion (5.2.8), se discretiza y se despeja la incognita y,(6), dando por resultado

la ecuacién (5.2.14):

7 H+l ql AZ
(@)= g (@) —
¥, ( ) ¥, ( )+Kln+l,m (0)
Empleando la ecuacion (5.2.14) asi como las relaciones de Van Genuchten, es posible

determinar el valor en la frontera, &0,7). Distribuyendo la funcion de peso en la ecuacion
(5.3.37) se tiene:

B= {J,',f” 60,0, 2.0 k" (0" Jar - [ D ")% Wz, 0 Y (5.3.38)

&

Donde 2(:)= z("';0.¢) es el punto en el cual la caracteristica proyectada desde la frontera corta

la dimensién z en el tiempo /. A continuacion se describe el tratamiento para las dos

integrales que comprenden la ecuacion de la frontera de flujo.

e Primera integral de la ecuacion de frontera superior.
Para la integral advectiva se emplea la regla del trapecio, para lo cual se divide el intervalo de

tiempo [/, '] en una serie de puntos r quedando:
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I oo, 0w, (2, ,)]\, (6’ )dt _
HSH6. - W00 et 00)e ) 5359

-c P00k () (20,000 )
e Yo oozl 0.c)e)

e Segunda integral de la ecuacion de frontera superior.

Se discretiza la derivada en z de la segunda integral del lado derecho de la ecuacion (5.3.38)

de la siguiente manera:

j2 Dlom) 20y ooy < plpm) Xt )=00L )y o (5.3.40)

Aﬂ d
cz z,-z,

donde 9(1,1,) es desconocido y 8(0.1,) es conocido a través de la condicion de frontera. Para

determinar (/,z,) se hara una interpolacion lineal en el tiempo:

6(11,)=0" +(0" —9,"{%} (5.3.41)

sustituyendo en la ecuacién (5.3.40):

[ Dler VOUL)=00.1) (i

z,—2,

or+ (o —0;’{%}—9(0,:,) (5.3.42)

W (2,07 et

. D)

2,72

Para asegurar la conservacion de masa se divide la frontera en segmentos 7, sumandolos
queda:
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(2(0.07) ) (5.3.43)

separando términos:

__1KI m(f“l:[ 1) _L . )

—3‘_[1)( ) F— [1 A[]W,(L(t 01"}t )}Ql
e =) 1t e ,

+§D(9 )z,—z,, [j_Ath’(“(t 0,02)™)e;

b e

+

+

O~ o~ tol~
= :
N
N—’

N
—
2
)
3

»
1

" QJE?IJW (2 0.7} 7)oy (5.3.44)

+

N~ o~ o]~

>,
—
o
—
3
e
=
|
-
—
=
——
[
—_—
X
>
-
~——
Py
T
—~
L=

=
L

Para determinar 6(0,¢,) a través de la condicion de frontera superior, se empleara la ley del

flujo de Darcy dada por la ecuacion (5.2.12):
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ko] PO

Az

Despejando y,(6) de la ecuacion anterior se tiene:

v.(0)= —w,(@)—&[[—%] (5.3.45)

Una vez conocido y4(6) puede determinarse el parametro(0,,,) a través de las relaciones de

Van Genuchten presentadas en la seccién 2.2.

Finalmente, para obtener la ecuacion de frontera tipo Robin se deben sumar las ecuaciones
(5.339)y (5.3.44).

b) Frontera de Salida (condicién tipo Dirichlet)

La frontera de salida de flujo interviene en los calculos cuando al proyectar las caracteristicas

hacia adelante desde Z.,2 en ¢ resulta en el caso de que la frontera (asumida en z=/) es

interceptada en t;(l,z) <t™! segun se ilustra en la figura 5.9.

Zian 1 4

k n+l

i+1/2 i-1/2
Figura 5.9. Lineas caracteristicas interceptando la frontera inferior

cuando se proyectan hacia atras desde el tiempo 7",

El analisis de la frontera inferior en este caso sera muy similar al presentado en la seccion
anterior debido a que se ha supuesto una condicion de frontera del mismo tipo. Recordando la
integral de frontera B (ecuacion 5.3.27):
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R RV 200z ")) s
B=| [ K ©"(z, " )-Dlo ) Fa— o 73(2)1, (2,17 Ydsclr
Puesto que se trata de la frontera inferior el vector 7(z) = 1, ademas, debido a que se tiene una

condicion de frontera tipo Dirichlet, la ecuacion (5.3.27) se transforma en la siguiente:

B=j[',_me(l,r)W,.(z,t"*’)A( "Y' " Do )ae( I) v (2,07 Yt (5.3.46)

cz

o Primera integral de la ecuacion de frontera inferior.

Para la integral advectiva se emplea la regla del trapecio, para lo cual se divide el intervalo de
tiempo [*", #'] en una serie de puntos » quedando:

T ST Vo O O A T e Py

r=1

.o
Y R 9 L Gl 09 AR Ve (5.3.47)
- Pk Gl ) )

o Segunda integral de la ecuacion de frontera inferior.

Para la segunda integral de frontera se discretiza la derivada en z de la segunda integral del
lado derecho de la ecuacion (5.3.46) de la siguiente manera:

[ Dlo~ )%ﬂw( e =["" D(e") (l’[’)_gI_j’t’)rf{(z,t"*’)ciz (5.3.48)

—
z P

i -1

donde 6(/ - 1.1,) es desconocido y 6(.z,) es conocido; para determinar este ultimo parametro se

hara una interpolacion lineal en el tiempo:

!
o(-11)=07, +Or —9,",{4} (5.3.49)

sustituyendo en la ecuacion (5.3.46):
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j oy 2 UL )y o oy

z, -z,

53.
et 9/ (t,.)_glliz —(9/'17 _QI’II{iJ ( 50)
[ Dle™) =2 (2,0 e
Z,=2,
dividiendo la frontera en segmentos ¢, , y sumandolos queda:
- g ([r )— ‘9,11 - (Hll;l - ‘9'11{[;] l

S D ) i)

2|3 Z =2,

] 0,([0)— 01"1 - (QIIHII - ‘9:"1{[‘0}
+ 24D Ne; -1;) w200 em) (5.3.51)

separando términos:

5 0w )i
. é‘D(em)f,l t) w2 10).0)6,6,)
200 &5 e 1y

+
o]~
-
L
o
_—
s
3
g
—
5
|
—
L
TN
|N
|
—
s
ty
~
—
[
Sy’
—
¥
S—
L

k=t —Z,.,
1 m t; —t(: [0 - n n+l n
+5 Do)~ — [Z—IJW,(z(t ey, (5.3.52)
< <y _AI_I
1 =t t
Tl e ) A QAT 79
lk-l m t;+ _tr. tr afs .
Ao e
1 t,—t, [t
—ED(QM)ZI’_Z[H [E”]W(z(t Lio e
I oottt g om) e
_ED( )z‘j_z‘jj[j}W(g(t ) e
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. - . . . . 1
Es importante sefialar que en el caso de la frontera inferior no existe la integral de masa en /'

y que el término difusivo no tiene la parte correspondiente a la posicion Z;. ;2.

5.3.2 LINEALIZACION TIPO TAYLOR - FRECHET

La ecuacion de Richards en términos de la humedad y linealizada por el método de Taylor -

Frechet, (véase seccion [5.1.2]), puede escribirse de la siguiente manera;

09 2| NI | (08 _ 20 | oN08| N30 .
E_E[D(a)g}m ©) = +5Z{D(9)6J k') ~ (5.3.53)

Se procede a aplicar FVELLAM a la ecuacion anterior, de forma analoga a la empleada en la

ecuacion de Richards linealizada por el método de Picard.

5.3.2.1 Ecuacién para nodos que no se ven afectados por la frontera

Si se define el siguiente operador:

#(o)= ("g:) - g[l)(?)%;—)} +K'(0) 66(;) (5.3.54)
entonces se cumple en la ecuacion (5.3.53) que:
£(0)=-+6) (5.3.55)
Donde:
20)= 22 ) et ) T (53.56)
£(6)= 656(;’[)—%%(9) aég’[)} +K'(6) agg‘t) (53.57)
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En la ecuacion anterior se puede agrupar términos con respecto a la parcial en z:

#0)= 270G, { & (@00 (z.1)- DE) g(“)} (5.3.58)
0, 2P ()‘9?5“)} (53.59)

Asi, se tiene la primera forma débil del método:
[112@)- f(z. 0z, zar = [ [ - £(6)- 1 (2. )bz 1 )azdt (5.3.60)

donde w(z.r) es una funciéon de peso y f(zf) = 0. Sustituyendo las ecuaciones (5.3.58) y
(5.3.59) en la ecuacion (5.3.60) queda:

PP 2 i pte -0 ZED ot b -
}v(z,r zdlt

- (5.3.61)
_J JUIOQ z, t Q{K' (é)é(z,t)—D(a)oeg’t)
Los términos de la ecuacion anterior se analizaran empleando la formula de la derivada de un

oz

producto de la siguiente manera. Para el primer término del lado izquierdo de la igualdad:

~

ot ot

88 (z.1) w(z)= 20 (z.0)w(z,1) - &v(gj, 1) 7(.1) (5.3.62)

de la misma manera se trata la segunda integral de la ecuacion (5.3.61):

2007 be) - 2| 1 @pen- 00 i)

| k' @W () pE) 22 (5.3.63)

1

Siguiendo un procedimiento analogo al anterior para los términos del miembro de la derechay
sustituyendo en la ecuacidn (5.3.61):
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0 ~

ct

fo A C) gy g0 {[A'(gp ()@g(z”)jw(z,t)}dm

L0 <>Og§f"”" ot~ u[
f J,6(9(z Owen) . Hk,(g)g )65(2’1')]nf(z,t)]dzdt—

o a

(5.3.64)

HD()MCE’ LC) ”[aw( s k() awc(’zt}g(ztdédt

FVELLAM permite escoger la funcion de peso w tal que el operador adjunto sea cero, es

decir:

C‘”( 9 k(o () 1) _ (5.3.65)

Ademas, es posible dividir el rango de tiempo [0,7] en una serie de intervalos [t, t"'].

Substituyendo éstas consideraciones en la ecuacion (5.3.64) se obtiene la siguiente expresion:

[t gy j;{[K @P.0)-D(@) a(gfj’t))Jw)(z.t)}dzdt

¢ ot

A ,_,‘D(e)ag;f 1) ow @( 1) s -

GG P J—H K (@Pie.0)- o) 2 f>]w<z,,)}dm_ (53.66)

? ot

oL e 5@(2,[) 0w(z,t)
[ LD(&);& vl

Dado que el rango del tiempo se ha dividido en intervalos diferenciales, los términos que
contienen una derivada parcial con respecto al tiempo en la ecuacion (5.3.66) pueden tratarse
de la siguiente manera:

A ) U e T (5.3.67)

[ ) e ol = 0l e (53.68)

SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS APLICANDO FVELLAM



SOLUCION NUMERICA DE LA ECUACION DE RICHARDS 87

Al igual que en el apartado anterior, se aplica el teorema de Green a la segunda integral de
ambos miembros de la igualdad para convertirlas en integrales sobre el dominio de la frontera,

quedando:

12 (0P 00 e - e
1] @8 60067 en e -
1712 (@8t 002 -
' ’ (5.3.70)

I {K ©)(z.1)- D) 00(z.1

Oz

}.ﬁ(z)w(z,,ysd,

donde 7(z) es un vector unitario normal a la frontera, segun se ilustro en la figura 5.4. Se

sustituyen las ecuaciones (5.3.67) ala (5.3.70) en la (5.3.66) y se produce:

¥

[0 Yole Y - [ e e
A £ 0P )00 e i
o JD()a(?(zz )au(z,z"*')dzdt=

) ) OO L o W

11 K@) DY PED o s -

[ ey PN ) 4oy

oz

N——

R)

(5.3.71)

El intervalo [0, L] se divide en un conjunto de sub-intervalos o volumenes finitos [z_ oz ,J de

longitud Az; tal que z . Ademas, a cada volumen finito le asociamos una funcion de

=z t
1+l i

4z,
2

peso w; (z, 1), la cual se definid en la seccion anterior:

v (zr)=1" Z(tw"z’t){z'-é’{%}" el (53.72)

0 de otra forma
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Aplicando las consideraciones ya expuestas y empleando aproximaciones totalmente

implicitas en el tiempo se genera la siguiente ecuacion:

o @ e (53.73)

Notese que cuando se trate de nodos que no se vean afectados por las fronteras las integrales
de flujo de frontera es nula.

Para la primera integral de la ecuacion (5.3.73) se considera ahora una aproximacién de tipo:

ol =0 (5.3.74)

J‘:"”"”é(z,t"*'}iz -0 A (5.3.75)

S

La segunda integral sobre el dominio de la frontera se tratara en una seccion posterior, para la
integral restante en ambos miembros de la ecuacion (5.3.75) se asume una aproximacion

totalmente implicita en el tiempo, por lo que se hace:

j ep@) PE )

&z &z
D(é)ﬁ[ 6g(zi—(i/2) :t"”)_ ag(zi‘(i/” ,["”) (5376)
z oz
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éz 612 (53.77)
oy 0z, 08"") 200z,.1000™") 2
& oz

Notese que en las ecuaciones (5.3.76) y (5.3.77) se ha aplicado la definicion delta de Dirac al
igual que en la seccion anterior, de esta manera se puede aplicar una discretizacion en

diferencias finitas para las derivadas presentes en las ecuaciones (5.3.76) y (5.3.77):

Az Az

- glul _ gll+l g”:—l _9;"+l
= D(Q)Af[ S } (53.78)

(5.3.79)

And And o+l ~ntd
01 —01‘7[ 9i+l — i
Az

Asi, al sustituir las ecuaciones (5.3.74), (5.3.75), (5.3.78) y (5.3.79) en la (5.3.73) se tiene:

e |1 [K 000 TE ey

0z

e plp)a T BT
Az Az

J‘:f.”"“'g(z,t"}iz + J’ ?(z,t" }z’z -6z - (5.3.80)

iz

" L){ K'0W(z.1)- D(Q)iig—’t)} o (2 )dsdlt -

D(0) e y -

A Al An+i alad
91 _HFI 9i+l _gi :l

O escrito de otra manera:

. - ill+l _ 9;11+l 9;7:4—[ —9:11+l
7 ‘Az+B,+D(9)A{ T J=
j Gz 0"z + j Oz, Yz -0} Az - (5381)
T h+d S+ —n+d i
Az Az
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donde

vy

=17 [0 6P r)-00)

”)} o (2 dsd (53.82)

Eﬁ’

B.=[" {K OF(.)-00)E [)}oﬁ(z)dsdt (5.3.83)

&

Es posible manipular el segundo término del lado izquierdo de la ecuacion (5.3.81) con el

propdsito de determinar los coeficientes para la incognita & , de la siguiente manera:

{ o DO D(@)At} = D(0)ar g D(6)ar o v =

Az az az ' az
RS S R (5383)
_[AH pp)ar , DE)a }9,”" D) G DOV s
az Az Az az .

la cual es una nueva version de la ecuacion valida para todos los nodos, incluyendo aquellos
que no son afectados por las condiciones de frontera, en el caso de que las fronteras no
intervengan entonces las integrales B; y B>, dadas por (5.3.82) y (5.3.83), valdran cero.

5.3.2.2 Integral de masa en 7"

Para evaluar la integral de masa en /" se seguira un procedimiento analogo al presentado en la

seccion anterior. Se propone una aproximacién de la funcion de peso:

w(z, t")=W(z‘, t") (5.3.89)

’n+1

donde 2 es la proyeccion en del punto z en ". La aproximacion de la funcion de peso W;

debe cumplir con las condiciones impuestas en su definicion, de esta manera se determina la

integral de masa en 7":
J‘) (7(2,1" Yiz ~ InLg(z,t" )J'K (z, t"”)dz (5.3.86)

T ) N A T PR (5.3.87)
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empleando nuevamente la integracion numerica:

AT

(W, e Y = S0 e 1, e )

k-t

AT

T 0 Vo 0 AR AR Y

k=1

O bien, sumando ambos términos:
I’ @7(2, t” }iz + I (9(2, " }‘/z = :ZT; [g(zk NS )+ a(zk v )]U(zk W, (L’(z‘t | Vi )

donde:
U(z) es el peso asociado a z; dado por la expresion (5.3.35)
NT = Nuamero total de puntos de integracion.
w,(2(z,)t"") esta dado por las ecuaciones (4.4.2) ala (4.4.10)

5.3.2.3 Integral de frontera B, y B,

(5.3.88)

(5.3.89)

(5.3.90)

Al igual que en los casos anteriores, para analizar la implementacion de las condiciones de

frontera se propone una condicion tipo Robin para el caso de la frontera superior y una

condicion tipo Dirichlet para la frontera inferior. Se procedera de una manera analoga al

procedimiento presentado en la seccidn 5.3.2.3.

a) Frontera superior (condicion tipo Robin)

La frontera superior o de entrada de flujo interviene en los calculos cuando una frontera

espacial es interceptada en el tiempo #,_,,, > ¢, cuando se proyectan las lineas caracteristicas

hacia atras desde Z. ;5 en ",

Como se trata de la frontera de salida, el vector 7(z) = 1, por lo que de la ecuacion (5.3.82) y

(5.3.83) se obtiene:
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o s

(074

B, = j,’f‘[zg'(ép(z,t)—p(é) 7( }W( e ) (53.92)

3%

Distribuyendo la funcién de peso en las ecuaciones anteriores:

=1 (06w e )00 i e (53.93)
&4
=11 [0 e Bte)- D) E D ) (53.94)

A continuacion se describe el tratamiento para las dos integrales que comprenden la ecuacion

de la frontera de flujo.

o Primera integral de la ecuacion de frontera superior.
Se emplea la integracion numérica (regla del trapecio), para lo cual se divide el intervalo de

tiempo ["", #'] en una serie de puntos 7

I 00,095 ek B =
L3l - po.0K 60 (e 0.0)0 ) (5.3.95)
(-cP.0)k (9(0,1,;))’{ (e 0.0) )+t~ B 0.0)K (@(o},;)),yl (z(0. t;),t‘”)}

[ 0000, (2. ) @) =
é{z (€.~ 0.0 ) @o.c (2l 0.6)0 )+ (5.3.96)
(= plo.c )i @00 W (20,00 )+ (0 12 (0.6, )k 60, o, (20 0.1, ) )}

Para determinar 9(0,r,) a través de la condicion de frontera superior se seguird un

procedimiento similar al presentado en la seccion 5.3.13. Asi, al emplear la ley del flujo de
Darcy dada por la ecuacion (5.2.12):
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Despejando yn(6) de la ecuacion anterior se obtiene la ecuacion (5.3.45):

q
0) =y, (0)- 2 1-—L
‘//u( ) ‘/’:( ) [ K(H)}
Una vez conocido y4(6) puede determinarse el parametrod(0,r,) a través de las relaciones de

Van Genuchten presentadas en la seccion 2.2.
o Segunda integral de la ecuacion de frontera superior.

Para tratar la segunda integral de la ecuacion de frontera superior se seguira un procedimiento
totalmente analogo al presentado en la seccidén 5.3.1.3. De esta manera, al discretizar la
derivada en z de la segunda integral del lado derecho de las ecuaciones (5.3.93) y (5.3.94)se

tiene:

e R Y Ve S A R (53.97)
(074 1 T2
1 D@ e - plp) =IOy o ey (53.98)

I ]

En las que los términos en la frontera son conocidos por las condiciones en ésta, mientras que

los términos &(1,1,) y 8(/,2,) se determinan a través de una interpolacion lineal en el tiempo del

tipo:
t
o(1.,)=8"+@"" -a; {EJ (5.3.99)
— —=n A+l An ’,
9(1,1,)291 +( ! _QIIA[] (53100)

sustituyendo en las ecuaciones (5.3.99) y (5.3.100) en las ecuaciones (5.3.97) y (5.3.98),
respectivamente, se genera:
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!
g+ -a")— |-

e o 8(11,)-8(0.,) " ey +0 ’{m] ©+) s e

[ D)y (g, e = [ DIO) p— Wz, e (5.3.101)
[+ =t ’ =

7o —9{4]—9(0,1,) (5.3.102)

[ pl)2li)=00.) 00L) (o Y =" D(p) Z‘" (2,00 Y

' -2z zZ, -

Para asegurar la conservacion de masa se divide la frontera en segmentos /., sumandolos
queda:

w (e .00))

w(2(0.0)0m") (5.3.103)

W,.(z(z'_.-o,z;;),z"”)\ (5.3.104)

respectivamente, separando términos se obtiene:
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RS ([:”—[:_) s )
_Ekz[D(H) z,—z,)l [1 AIJW"(Z([ 0.t )’ )}9,
+;D(§)(£" :;;D)[I—Z{]W(z(t':o,t,’,‘),r o,

A\
+17D(g)(t,: -_t,i,)[j_tR JW,(Z(t';O,tR)t W

7)1l (%]W‘.(z(t';0,[3),["*’)9,"*’ (5.3.105)

I
U
~

>
L
——
T
~—
<
A
—~
S
e’
Y
A——
N
<
~
Yoz
P
~—
3
A
eS
~
—
| |

Asi como:
=é:[D(6))(t7:_lzo’)[1 ;;’jW‘(z(t 0,1")t ’)}()l
o0 1w 02)ep
Lot sl o)
e Y o] &

(o) =te [%]w, (e 0.0 ) ) (5.3.106)

+
o~ o~ o~
>
]
|
N}

+

.
~

|

O~ o~ o]~
) ST
)
N—

>

—
=
. DI
~—

~
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Al igual que en la primera integral de frontera, la condiciéon de tipo Robin prescrita en la
superficie interviene al aplicar la ley de flujo de Darcy y las relaciones de Van Genuchten.

Finalmente, para obtener la ecuacion de frontera tipo Robin se deben sumar las ecuaciones
(5.3.96), (5.3.105) y (5.3.106).

b) Frontera inferior (condicién tipo Dirichlet)

La frontera inferior o de salida de flujo interviene en los calculos cuando al proyectar las
caracteristicas hacia adelante desde Z;. 1, en ¢ resulta en el caso de que la frontera (asumida

en z=/) es interceptada en 1, ,, <:*'. El analisis de la frontera inferior sera muy similar al

presentado en la seccion anterior debido a que se ha supuesto una condicion de frontera igual.

Siguiendo un procedimiento analogo se llega a las siguientes ecuaciones:

r=l

(OB 4 (9 LG 0 A G AT V) o i (A G O T RN i)

(5.3.107)

[0 e O = LS, =i P KO el ) )
)

1800w e e @ =5 {30 = O W s+
)

ER R 00 S G T R ViR Ry Y I 0 A R Ve

(5.3.108)

para el caso de la primera integral de la ecuacién de frontera inferior; mientras que para la
segunda integral de la ecuacion de frontera inferior se tiene:
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0 ey

P L00) = ) )
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ooy [y o)
z, -z, \A
:1‘"[0@)(’ g o 1) V6 )}
2 z, -z,

+§D(5)g' Z’I”_I)m(z(t':/,tu)t P)

DO e ) i)
%:—[D@)Z,I—z,{ll [%—IJW,-(Z(I L) ')}9“
LDl e e i)
L e L) T v 28
e P ] =
~L00) [y )
_éD(Q)j _tz'j : [%]W (2@ ;ne2) i

(5.3.109)

(5.3.100)
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