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RESUMEN

En el flujo a superficie libre, los cambios longitudinales en las caracteristicas fisicas de la
seccion transversal del canal producen variaciones no uniformes en el nivel del agua, las
cuales pueden ser suaves o abruptas en funciéon de la magnitud de dichos cambios. Estos
pueden ser ampliaciones y contracciones de una misma forma geométrica o por cambios en
la forma de la seccién transversal.

En este trabajo se modelara el comportamiento del flujo en canales a superficie libre, aplicado
especificamente a las transiciones, tanto para secciones de la misma forma geométrica como
para secciones con distinta geometria. La modelacion serd para una descripcion en estado
transitorio, utilizando las ecuaciones de Saint-Venant (ESV) o de aguas someras (Abbot,
1979). Este sistema de ecuaciones son diferenciales parciales (EDP) no lineales y no se
cuenta con una solucién analitica para cualquier problema particular (Aguilar C., 2002).

Una opciéon para resolver las ESV es generar un modelo discreto aplicando una técnica
numérica. Para esto, se utilizan comtinmente el método de las caracteristicas (MOC),
diferencias finitas (MDF), elemento finito (MEF) o volumen finito (MVF). Este tltimo se
aplicara en este trabajo ya que permite una integracion de las ecuaciones que gobiernan el
flujo en una celda o volumen de control de manera conservativa y en el caso de los transitorios,
ha mostrado un buen desempeno en los cambios del flujo en transiciones (LeVeque, 2002).

A partir de los resultados de Pastrana (2016), quien utiliza el MDF con un esquema tipo
Preissmann, en este trabajo se aplica el MVF para una simulacién unidimensional del flujo
a superficie libre a través de transiciones, y se evaltan los resultados en funcién de la
conservacién de masa y la cantidad de movimiento. Ademads, se utiliza una malla escalonada
o del tipo ‘staggered’ con un esquema hibrido de volumen finito para el dominio espacial y
se aplica una discretizacién semi-implicita para los términos temporales.

Lo anterior produce una formulacién simple en términos computacionales y con los resultados
obtenidos se demuestra que el modelo numérico es conservativo respecto a los principios de
conservacion de masa y cantidad de movimiento. Se realiza un andlisis de consistencia en el
cual se prueba que el modelo discreto es consistente con las ecuaciones originales, asi como
un andlisis de estabilidad en el que se encuentra que el modelo es estable cuando el régimen
del flujo es subcritico, utilizando valores de 6 > 0.5 y valores del niimero de Courant menores
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a 20.

Los escenarios de prueba para verificar el desempeno del modelo, consideran canales
prismaticos de tipo trapezoidal, rectangular y triangular, para transiciones suaves y abruptas,
con y sin cambio en la forma de la seccién transversal. Asi mismo, para los casos de
aplicacién, se utiliza el simulador de maltiples tramos (SMT) empleado por Cruz (2015) y
Pastrana (2016). En este trabajo, se utiliz6 Python como herramienta para la programacion
por ser un lenguaje de acceso abierto, sus librerias y paquetes basicos hacen posible la solucion
de los sistemas algebraicos asi como la presentacion grafica de los resultados obtenidos.
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INTRODUCCION

El flujo a superficie libre (FSL) en un canal estd influenciado por diversas propiedades
inherentes al fluido como la densidad, viscosidad, etc., asi como por las condiciones del
escurrimiento como la pendiente, la rugosidad del fondo y la forma geométrica del canal.
Ademas, los factores espaciales y temporales que determinan las condiciones en las fronteras
del cauce también desempenan un papel importante en las variaciones en el flujo.

En el ambito de la ingenieria, es fundamental estudiar el FSL para conocer su compor-
tamiento, por ejemplo, determinar el nivel del agua a lo largo del cauce, la velocidad del
flujo y el volumen o gasto que puede pasar a través del canal. Con estos datos, es posible
evaluar el funcionamiento de un cauce natural o establecer reglas para el diseno y operacion
de canales. Algunos ejemplos de canales con FSL comtinmente encontrados son acueductos
para la distribucién de agua en ciudades, alcantarillas para el drenaje fluvial y canales
utilizados en distritos de riego.

En los distritos de riego o zonas regables, los canales forman una red de distribucién de
agua que lleva el suministro desde una fuente general, como un embalse o un rio, hasta
las parcelas de riego. Para esto, se busca mantener un nivel constante de operaciéon en los
puntos de interconexiéon de la red para cualquier gasto circulante menor al maximo previsto.
Por lo tanto para el disenio y la operacion de la red, es recomendable aplicar modelos que
consideren tanto el estado permanente como el estado transitorio del FSL. La aplicacién
del modelo transitorio permite determinar los tiempos de entrega del gasto en los diferentes
puntos de la red, lo que ayuda a mejorar la operacion y garantizar la distribucién oportuna
de agua a los usuarios (Pedroza, 2014).

En el diseno de una red de canales, existen varios métodos para la distribucion del agua que
van desde un enfoque sencillo como una red colectiva a gasto constante y con una flexibilidad
limitada para los usuarios, hasta sistemas mas flexibles que permiten la entrega del gasto en
momentos especificos con mayor certidumbre.

En México, debido a los planes de expansion agricola implementados a mediados del siglo
XX (Aboites, 2009), los sistemas de distribucién de agua en redes de canales se basan en el
principio de Control de Aguas Arriba (CAAr). Este principio establece que una compuerta
debe mantener un nivel de agua constante aguas arriba de la estructura para cualquier
gasto circulante (U.S.B.R., 1991). El CAAr se opera manualmente y no requiere de una
capacitacion especializada por parte de los usuarios, pero presenta la desventaja de no ser
altamente eficiente y poco flexible, ya que su desempeno esta limitado por la cantidad de
operarios disponibles.

21



1. INTRODUCCION

Por otro lado, existe un sistema conocido como control aguas abajo (CAAD), en el cual
el control del flujo se realiza de manera integral en cada nodo, nivel y gasto de forma
simultanea. Este sistema es més eficiente que el CAAr; sin embargo, su operacién solo puede
ser automatica, ya sea mediante compuertas basculantes o sistemas de control electronico.
Por lo tanto, el CAAb requiere que el operador cuente con una capacitacién especializada
y una infraestructura organizativa para llevar a cabo un mantenimiento rapido. Debido a
estas caracteristicas, hay pocos casos de éxito en la operacion de sistemas CAAD.

En el disefio y operacion de una red de canales, es importante considerar los cambios en
el flujo debido a las variaciones en los rasgos hidraulicos, como la geometria y el area de
la seccién transversal, la rugosidad y la pendiente del fondo, entre otros. Especificamente,
las transiciones en canales o los cambios espaciales en la seccién transversal se disenan de
manera que se minimicen las pérdidas de energia, lo cual implica considerar el régimen de
flujo (Chaudhry, 1979). Ademads, en canales artificiales, estas transiciones también pueden
utilizarse como estructuras de control, considerando que pueden afectar el flujo en largas
distancias aguas arriba y aguas abajo (Henderson, 1996). A modo de ejemplo, la figura 1.1
muestra las variaciones espaciales en el nivel del agua debido a una expansion o contraccién
abrupta de un canal sin cambios en la forma de la seccion.
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Figura 1.1: Esquema de la variacion del flujo en una transicién abrupta, con una vista de
perfil longitudinal y una vista en planta, (a) condicién de ampliaciéon y (b) de contraccién.

En funcién de los requisitos especificos de diseno, es necesario conocer la variacién en el
nivel del agua a lo largo de una transiciéon, ya que esto determinara la altura requerida para
las paredes laterales. Asi mismo, determinar el perfil de velocidad del flujo a través de la
estructura permite analizar posibles zonas de erosion o depésito de sedimentos (James, 2020).
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Una forma integral de abordar el disefio de un canal es mediante la aplicacién de las
ecuaciones fundamentales de conservacion de masa y cantidad de movimiento. En el caso
de rios y canales, estas ecuaciones se conocen como Ecuaciones de Saint-Venant (ESV) o
de aguas someras (Abbot, 1979; Cunge, 1980). Estas ecuaciones constituyen un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales (EDP) no lineales y no tienen una solucién analitica para
problemas particulares por lo que se recurre a métodos numéricos para obtener su solucién
(Aguilar C., 2002).

Se han propuesto varias técnicas computacionales para resolver las ESV, siendo los més
comunes el MEF (Navon, 1979), el MDF (Abbott & Basco, 1989) y el MVF (LeVeque,
2002). Este tultimo resulta especialmente adecuado para la simulacién numérica en sistemas
conservativos (Bermudez & Vazquez, 1994) y ha sido utilizado en diversos campos de la
ingenierfa en las tltimas décadas, incluyendo modelos para describir la turbulencia (Darwish
& Moukalled, 2021) o en modelos a gran escala, como rios o estuarios, y en problemas
relacionados con el transporte de sedimentos (Bladé et al., 2014). Otra caracteristica
importante de este método es su capacidad para utilizarse en geometrias arbitrarias, ya
sea mediante mallas regulares o irregulares (Hodges, 2019).

1.1. Estado del arte

Las ESV se utilizan en modelos hidrolégicos y de redes de canales para riego o drenaje.
Existen diferentes formulaciones disponibles para estas ecuaciones, no obstante, Hodges
(2013) sugiere emplear el modelo completo de las ESV y con el incremento en la capacidad
de computo, se han logrado implementar, aunque por lo general en su forma no conservativa
(Paiva et al., 2013; Liu & Hodges, 2014). Por otro lado, en los modelos de investigacién
mas recientes, se han utilizado las ecuaciones en su version conservativa aplicando el MVF,
obteniendo soluciones estables tanto para régimen subcritico como supercritico (Guinot,
2009).

El MVF resuelve de manera integral las ecuaciones en cada celda computacional, lo que
permite conservar la masa y la cantidad de movimiento a nivel local, incluso en presencia
de discontinuidades en el flujo (Aldrighetti & Zanolli, 2005), para esto se han propuesto
varios esquemas de volumen finito capaces de resolver estos problemas de manera estable
(Bermudez & Vazquez, 1994); (Sanders, 2001; Xing & Shu, 2005). Entre estos esquemas
se encuentran el esquema de Roe (1981), el esquema de Osher (1982), el esquema HLL
(Harten et al., 1983), el esquema HLLC (Toro et al., 1994), entre otros. Estas propuestas
generalmente se han evaluado utilizando casos de prueba como el rompimiento de una presa
o perfiles con frente seco-mojado (LeVeque, 2002).

También se han llevado a cabo estudios experimentales y numéricos para analizar el flujo
a través de estas estructuras, aunque en algunos casos se utilizan las ESV modificadas
que incluyen un término para considerar el esfuerzo inducido por las paredes del canal
(Welahettige et al., 2018). Los ejemplos reportados sobre transiciones, incluyen modelos
numeéricos para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes utilizando esquemas que limitan el
flujo aplicado en canales tipo Venturi, como en el trabajo de Asnaashari et al. (2016), en el
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que aplican un modelo tipo RANS (Reynolds-Averaged Navier-Stokes). Los modelos para
resolver la turbulencia en transiciones se basan en ecuaciones distintas a las ESV y por lo
general, abordan el problema en dos o tres dimensiones (Nikpour et al., 2018).

En la practica de la ingenieria, se emplean modelos generales como el HEC-RAS del Cuerpo
de Ingenieros del Ejército de Estados Unidos, que utiliza el MDF para las ESV en una versién
no conservativa (Brunner, 2010). Segin Bradford y Sanders (2002), los esquemas basados
en el MDF presentan pérdidas en la conservacion de masa y cantidad de movimiento, lo que
requiere esquemas especiales para resolver las discontinuidades del flujo. Por lo tanto, en este
trabajo no se realizaran comparaciones con este modelo general, ya que tienen formulaciones
diferentes.

Asi mismo, Iber es un software para la modelacion hidraulica bidimensional que se ha
utilizado para una variedad de aplicaciones, incluida la hidrodinamica de rios, simulaciones de
rotura de presas, evaluaciones de zonas de inundacion, calculos de transporte de sedimentos,
entre otros (Bladé et al., 2014). Por ejemplo, en un estudio utilizaron este software para
simular los efectos de la rotura de una presa en un sistema fluvial (Bladé et al., 2019). Los
resultados muestran la capacidad de Iber para predecir con precision los patrones de flujo y
el nivel de agua.

Estas consideraciones resaltan la importancia de utilizar modelos numéricos conservativos
como el MVF para abordar los cambios de secciéon transversal en los canales, ya que
garantizan la conservacion de masa y cantidad de movimiento, y han demostrado su eficacia
en la solucion de problemas hidraulicos.

1.2. Justificacién y alcance

La capacidad de simular diferentes escenarios de FSL en canales es de gran importancia para
el disefio, modernizacién y operacion de estructuras de control, asi como para el analisis de
mejoras en el uso y aprovechamiento del recurso hidrico. En este sentido, la dindmica de
fluidos computacional (DFC) se ha convertido en una herramienta esencial que permite
simular y analizar estos escenarios. Ademas, la DFC ha experimentado un crecimiento
significativo en su uso, y se han desarrollado diversas técnicas para resolver problemas
relacionados con el flujo de fluidos.

En el caso especifico de las transiciones en canales, es importante tener en cuenta que pueden
surgir variaciones en la conservacion de masa y cantidad de movimiento, especialmente al
analizar transiciones abruptas utilizando el MDF', como se ha observado en estudios previos
(Pastrana, 2016). Por otro lado, el MVF se basa en la integracién de las ecuaciones, este
enfoque ha demostrado un buen rendimiento para capturar los cambios en el flujo y las
perturbaciones hidraulicas. Al ser un método numérico conservativo, el MVF garantiza la
conservacion de masa y cantidad de movimiento en el modelo, lo cual es fundamental para
obtener resultados confiables y precisos.
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Con lo anterior, este trabajo se enfoca en el desarrollo de un modelo unidimensional para
simular el FSL en canales con cambios de seccién transversal, aplicando el MVF para la
discretizacion de las ESV debido a su capacidad conservativa. Se realizaran pruebas para
evaluar el funcionamiento del modelo y algunas comparaciones con el software Iber, con
el objetivo de validar el modelo desarrollado. La programacion del modelo se realizara
utilizando Python y sus librerias asociadas, dada su accesibilidad, su capacidad para el
analisis numérico y la visualizacién de resultados.

1.3. Objetivo del trabajo

Este trabajo propone desarrollar un modelo de simulacion del flujo a superficie libre
resolviendo las ecuaciones de aguas someras aplicando el MVF para analizar las transiciones
en canales. Asi mismo, evaluar las variaciones en la conservacién de masa y cantidad de
movimiento en los resultados del modelo.
Objetivos especificos

o Construir un modelo discreto de las ESV aplicando el método de volumen finito.

e Realizar un analisis sobre la convergencia del modelo discreto.

o Desarrollar un algoritmo numérico que resuelva el modelo generado.

o Verificar los resultados con otro solucionador disponible.

o Evaluar la variaciéon en la conservacién de masa y cantidad de movimiento del
modelo para diversos tipos de transiciones.

1.4. Hipétesis

Al aplicar el MVF a las ecuaciones de aguas someras, es posible construir un modelo para
el estado transitorio del FSL que sea conservativo en términos de la masa y la cantidad de
movimiento en canales con transiciones geométricas en su seccion transversal. Se busca que el
modelo desarrollado sea capaz de capturar de manera precisa las variaciones hidrodinamicas
en estas transiciones y mantenga la conservacion de las propiedades fundamentales del flujo.
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1.5. Estructura del trabajo

En este capitulo se desarrolla una descripcion general del trabajo, y después, en el capitulo
2 se presenta una revision en el estudio de los fluidos y sus principales propiedades. En la
seccion 2.2, se aborda el flujo en canales abiertos y se presenta el modelo de las ESV y las
principales hipétesis que se utilizan para su obtencion, asi como los valores en la frontera y
la condicién inicial del problema. Posteriormente, se incluye el teorema de la divergencia de
Gauss en la seccién 2.3, que es el fundamento del MVF, y un ejemplo de su aplicacion a la
ecuacion general de transporte.

En el capitulo 3, se presentan las formas elementales del MVF utilizando como ejemplos la
ecuacion de difusién espacial y la de adveccién-difusién (EAD) en los apartados 3.1 y 3.2
respectivamente, y con esto se muestran los principales esquemas de discretizacién espacial
que pueden ser utilizados con el MVF. Después, en la secciéon 3.3 se construye el modelo
para el problema transitorio de la EAD aplicando el MVF y se presenta un caso de prueba
para evaluar su desempeiio.

De este modo, el capitulo 4 se desarrolla el modelo discreto de las ESV al aplicar el
MVEF. El proceso de discretizacion se realiza por separado para la masa y la cantidad de
movimiento. FEn la seccion 4.2 se encuentra el modelo discreto acoplado en un sistema
matricial y se describe el esquema utilizado para la discretizacién espacial del dominio de
solucion utilizando una malla escalonada. Asi mismo, el andlisis de consistencia y la forma
de evaluar la variacién en la conservaciéon de masa y cantidad de movimiento del modelo
numérico se presentan en las secciones 4.3 y 4.5 respectivamente.

En el capitulo 5, se dedica a las simulaciones de los casos de prueba, donde se ilustran las
propiedades del modelo propuesto. Se presentan los resultados de la simulacién en estado
no permanente para distintos tipos de transiciones, ya sean suaves, abruptas y de cambio de
forma en la secciéon transversal en los apartados 5.1, 5.2 y 5.3 respectivamente. En dichos
escenarios se utilizan formas de tipo trapezoidal, rectangular y triangular. Para concluir las
pruebas numéricas, en la seccion 5.4 se consideran dos casos en los que ocurre mas de una
transicion en el canal.

Como parte de las pruebas para validar el modelo, en el anexo A se incluyen las pruebas
realizadas en la seccion 5.2 considerando una malla irregular y condiciones de entrada
distintas. El anexo B presenta una prueba de llenado en la que el gasto de operacion del canal
se eleva de manera repentina. En el anexo C se incluyen algunas pruebas de comparacién
con el modelo de simulacion bidimensional de Iber.

Por tultimo, el capitulo 6 estd centrado en la discusién de los resultados obtenidos en el

capitulo anterior, asi como a las conclusiones generales de este trabajo de investigacion y se
proporcionan algunas recomendaciones para trabajos futuros.
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El presente capitulo tiene como objetivo proporcionar una introducciéon a las nociones
involucradas en el estudio de los fluidos y presenta una breve descripcion sobre la mecénica
de dichas sustancias, asi como definiciones y conceptos que seran tutiles para el desarrollo de
este trabajo. Se aborda el FSL y sus principales consideraciones para presentar el modelo
de las ESV. Posterior a ello se aborda el teorema de la divergencia de Gauss, en el cual se
fundamenta el MVF.

2.1. Conceptos sobre los fluidos

Un fluido se define como una sustancia que se deforma de manera continua bajo la accién de
un esfuerzo. Puede ocupar el recipiente que lo contiene y, en el caso de los liquidos, puede
tener una superficie en contacto con otro fluido. Los fluidos pueden clasificarse segtin su
comportamiento ante la accién de esfuerzos exteriores como newtonianos si presentan una
condicion de desplazamiento proporcional a la accién de la fuerza. Por otro lado, los fluidos
no newtonianos exhiben un desplazamiento no proporcional a la magnitud de la fuerza que
se le aplica (Panton, 2013).

En el estudio de los fluidos, se emplea la hipotesis del medio continuo, la cual establece que
las propiedades fisicas del fluido se distribuyen de manera continua en todo el espacio. Esto
implica que en cada punto del espacio existen valores definidos de propiedades escalares,
como temperatura, viscosidad, presion, entre otras (Cengel & Cimbala, 2010).
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Figura 2.1: Esquema de un volumen de control.
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La figura 2.1 muestra un volumen de control (VC) o regién de control, siendo cualquier region
cerrada en el espacio, cuyo limite o frontera se denomina superficie de control (Kundu et
al., 2015). Ademé&s cuando una propiedad del fluido es transportada a través de un VC, se
utiliza el término adveccién para referirse al transporte en masa debido al movimiento del
fluido, mientras que la difusion es el debida al gradiente de la propiedad que es transportada,
por lo que las particulas se mueven de una zona de mayor concentracién a una de menor
concentracion, lo que resulta en la dispersion de dicha propiedad (Whitaker, 2013).

Estos dos mecanismos de transporte pueden actuar simultaneamente. En la figura 2.2 se
muestran los fenémenos de difusién y advecciéon (o también conveccién), en donde una
cantidad inicial de sustancia ¢(z,t) es transportada a lo largo del eje z. En el caso de
la adveccién pura, se observa un bloque rojo que se desplaza desde x; hasta x5 con la misma
concentracion ¢;, lo cual representa el transporte en masa debido al movimiento colectivo
de particulas a una escala macroscopica. Por otro lado, se representa la difusién mediante
una forma de campana que se dispersa en ambas direcciones a medida que avanza en el eje
x. El transporte difusivo ocurre a menor escala donde las particulas se mueven de areas de
mayor concentracién hacia areas de menor concentracion (Bird et al., 2015), y al llegar a x5
en combinacién con la adveccion, la concentracion inicial se ha dispersado a través del medio
hasta ¢s.
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Figura 2.2: Esquema del transporte difusivo y advectivo.

Para caracterizar el flujo, se utilizan diversos niimeros adimensionales que describen la
relacién entre diferentes fuerzas que actiian sobre el fluido. Uno de estos nuimeros es el
de Reynolds (R.), el cual se define como:

R =— (2.1)

donde U es la velocidad media del flujo, L es una longitud caracteristica y v es la viscosidad
cinematica, representa la relacion entre las fuerzas inerciales y las viscosas. Para R, bajos,
la region se asemeja a una serie ordenada de laminas o capas de fluido como se muestra en la
figura 2.3a, a esto se le llama flujo laminar. Por el contrario, para R, altos se considera al flujo
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turbulento. Aqui las particulas siguen trayectorias irregulares o aleatorias y su descripcion
se vuelve compleja como se exhibe en la figura 2.3b (Chaudhry, 2007).

(a) (b)

— C’%
G = <

S -

&

v

A J

v

v

QP

Figura 2.3: Caracterizaciéon segin R., (a) flujo laminar y (b) flujo turbulento.

Otro niimero adimensional en la Mecénica de los fluidos es el niimero de Péclet, el cual esta
definido como la relaciéon entre el transporte advectivo y el transporte difusivo de alguna
cantidad de interés (Patankar, 1980). Dicho nimero esté dado por:

L
P = pg (2.2)

donde p es la densidad del fluido, U es la velocidad del flujo, L es una longitud caracteristica
y I' el coeficiente de difusion.

El ntimero de Péclet permite evaluar la importancia relativa de la conveccion y la difusién en
el transporte de una propiedad fisica. Si el valor de P, es pequeno, indica que el transporte
difusivo es dominante y, por otro lado, cuando este valor es mayor, significa que el transporte
advectivo es predominante y la conveccién es el principal mecanismo de transporte.

2.2. Flujo a superficie libre

Este tipo de flujo se distingue de los conductos cerrados por la presencia de una interfaz o
superficie libre (SL) entre dos fluidos distintos, en este caso, el agua y el aire. La presencia
de una SL hace mas compleja su descripcién debido a que el area de la seccion transversal
depende de la profundidad del flujo, que generalmente se desconoce y debe determinarse
como parte del proceso de solucién, a diferencia del flujo en tuberias donde el area hidraulica
de la seccion es siempre conocida.

De acuerdo con Szymkiewicz (2010), un canal abierto es un conducto en el que una parte
de la seccién transversal que atraviesa la corriente estd expuesta a la atmosfera y se pueden
dividir en naturales o artificiales. Se considera a un canal prismdtico si la forma de la seccién
transversal es constante como se indica en la figura 2.4, por lo que, los canales naturales se
consideran no prismdticos.
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Figura 2.4: Seccion transversal trapezoidal.
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Otra particularidad del flujo en canales abiertos, es que se puede clasificar de diversas
maneras. Con respecto a su variacién temporal el flujo se puede clasificar como estacionario
o permanente si sus caracteristicas no cambian en el tiempo (dy/dt = 0) y, por el contrario,
el estado no estacionario o transitorio es en el que ocurren variaciones a lo largo del tiempo

(dy/dt # 0) (Alvarez & Flores, 1984).

Como se indica en la figura 2.5, otra manera de clasificar el FSL es con respecto a sus
variaciones espaciales. En este sentido, se distinguen dos categorias principales: flujo
uniforme y flujo variado (Chow, 1959). El flujo uniforme se caracteriza por tener una
profundidad y una velocidad constantes en todos los puntos del espacio. En contraste, el
flujo no uniforme o variado, es en el que ocurren variaciones en la profundidad y la velocidad
a lo largo del dominio. A su vez, el flujo no uniforme puede dividirse en rdpido o gradual
segin la relacién de cambio de las variables respecto a un eje espacial especifico (Chaudhry,
2007).

Flujo a superficie libre
)
[ |
Permanente No permanente
Uniforme  Variado Uniforme  Variado
Rapido Gradual Rapido  Gradual

Figura 2.5: Clasificacion del flujo a superficie libre.

Esta clasificacion espacial permite discernir entre flujos con caracteristicas homogéneas
en todo el dominio y flujos que exhiben cambios graduales o bruscos en sus propiedades
hidraulicas.
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Ademas, es posible aplicar el principio de conservacion de la masa y la energia a un canal con
SL como el que se muestra en la figura 2.6. La ecuaciéon de la energia o de Bernoulli expresa
la trasformacion de la energia potencial y la cinética entre dos secciones transversales.

2
us/2g
'Y } e
2
u?/2g
Y1
h, ‘
\E
A y
2
Z
1 h,
LY
Zy
) Nivel de referencia v v

Figura 2.6: Perfil longitudinal de un canal.

De manera que, para una seccién del canal mostrado en la 2.6, la ecuacién con referencia en
el fondo del canal es la siguiente:

U2

E = R 2.3
y+29 (2.3)

donde y es el tirante en m, F representa la energia total en la secciéon en m, U es la velocidad
media en la seccién trasversal en m/s y g la aceleracién de la gravedad en m /s>

Si se considera que por el canal circula un gasto constante ) = cte que pasa por la seccion
transversal, el principio de conservacién de masa se cumple si dQ) = A,U; — AUy = 0, por
lo que, al aplicar esta relacion en la ecuacién (2.3), se tiene lo siguiente:
Q2
E(y) = — 2.4
() y+2gA(y)2 (2.4)
El comportamiento de la curva de energia que describe la ecuacién (2.4) para un gasto dado
@, esta en funcion del tirante y como se muestra en la figura 2.7, en la que se observa que
para tirantes pequenos la energia disminuye y alcanza un valor minimo. Después de este
punto, la energia incrementa con el tirante (Chanson, 2004). Entonces, se dice que el tirante
con la minima energia de la curva es el tirante critico y.. Para la determinaciéon del tirante
critico se busca el valor minimo de la curva de energia, que se puede conocer al aplicar la
derivada con respecto al tirante e igualar a cero tal que:

dE
bl
dy
Sustituyendo en esta relacién la ecuacion (2.4), se tiene lo siguiente:
d Q? >
dy ( 29A (y)* 2
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Figura 2.7: Curva de energia en un canal para un gasto dado.

Al desarrollar la ecuacion (2.5) se obtiene que:

2> dA
_ 2@ dd (2.6)
29A(y)” dy
Ademaés, se tiene que dA = B(y)dy, de modo que la variacién del drea con respecto al tirante
es también dA/dy = B(y), por lo tanto, la ecuacion (2.6) se puede escribir como:

1 OB _ 1 11 0
gA®> g A2(A/B)
Considerando el cociente A/B como el tirante hidrdulico D, entonces:
U2
B
gD

Con esto, se introduce el nimero de Froude (F}) para representar la relacién entre las fuerzas
de inercia y las gravitacionales. Este ntimero se expresa de la siguiente manera:

U
F,=——=1 (2.7)
VgD
donde U es la velocidad del fluido, g la aceleracién de la gravedad y D = A/B representa
el tirante hidraulico. Entonces, se puede decir que el valor del tirante critico y. para una

seccion geométrica conocida y un gasto constante se presenta cuando F, = 1.

Debido a la naturaleza turbulenta del flujo en canales abiertos, se utiliza el niimero de
Froude para caracterizarlo. De esta manera, se pueden distinguir dos tipos de régimen de
flujo: subcritico y supercritico. Un flujo se considera subcritico (F, < 1) cuando su tirante
es mayor que el tirante critico, y, por otro lado, un flujo es supercritico (£, > 1) cuando su

32



2. MARCO TEORICO

tirante es menor al tirante critico (Chow, 1959). El cambio de régimen ocurre cuando las
condiciones del canal son modificadas como en la operacién de compuertas de un canal, o
también, con un escalén en el fondo de la base como se muestra en la figura 2.8 o cualquier
otro tipo de transicién geométrica.

\Q\ Subcritico Crit:ico
— |

- Subcritico
Supercritico .

Figura 2.8: Perfil compuesto por flujo subcritico, critico y supercritico.

Finalmente, es importante destacar que para un caudal () que circula en el canal existe un
solo valor del tirante critico y. y este valor es tinico. Esta propiedad ha sido aprovechada
en la construccion de estructuras aforadoras o vertedores, que permiten medir el caudal de
forma precisa (Henderson, 1996).

En resumen, el estudio del flujo en canales abiertos involucra consideraciones sobre la
clasificacion del flujo en términos de sus variaciones temporales y espaciales, asi como la
relacion entre el nimero de Froude y el régimen de flujo, ya sea subcritico o supercritico. En
la siguiente seccion, se abordaran las ESV, que proporcionan un modelo matematico para la
descripcion del flujo en canales.

2.2.1 Ecuaciones de Saint Venant

Si bien una descripcién general para el movimiento de los fluidos se compone por las
ecuaciones de Navier-Stokes (ENS) que se utilizan para un fluido compresible y viscoso
en tres dimensiones, en la practica se realizan suposiciones para simplificar el fenémeno que
se busca describir, un ejemplo de esto son las ESV (Abbot, 1979).

El modelo original de las ESV se compone de un sistema de dos EDP y se obtiene bajo el
supuesto de que el flujo es unidimensional. Aunque de forma estricta se puede argumentar
que este tipo de flujo no existe en la naturaleza, al realizar la integracion en la vertical de las
ENS es posible construir un modelo unidimensional que describe la propagacion de ondas
en un canal con SL, y que ademas, es de mucha utilidad en la practica de la ingenieria para
conocer el comportamiento del flujo en rios y canales (Yen, 1973; Steffler & Yee-Chung, 1993).

Las ecuaciones que conforman el modelo del FSL son las de conservacion de masa y cantidad

de movimiento, siguiendo el desarrollo de Aguilar (2002) donde se puede encontrar una
derivacion formal de las ESV, los supuestos del modelo son los siguientes:
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o El flujo es unidimensional, de modo que la velocidad es constante en cada seccion
transversal y el nivel del agua en la seccion es horizontal.

o La componente vertical de la aceleracién del fluido es despreciable, por lo que la
variacion de presion respecto a la profundidad es la hidrostatica.

o Las fuerzas de friccion se pueden describir mediante las relaciones del flujo permanente
como la de Manning, Chezy, etc.

o La pendiente del fondo es pequena, de modo que el coseno del angulo que forma con
la horizontal tiende a uno.

Lo anterior conduce a presentar en términos del area hidraulica y el gasto las ESV en su
version conservativa diferencial (2.8) y (2.9), correspondientes a los principios de conservaciéon
de masa y cantidad de movimiento respectivamente (Yen, 1973; Cunge, 1980).

0A
L(A,Q;z,t) = 8t+0i~2 0 (2.8)

2 A
M(A, Q;z,t) = a;f+8 (Ci) + Ah(axwt) 4 gASHAQiz,t) =0 (2.9)
donde x es la coordenada en sentido horizontal y ¢ el tiempo, como variables independientes
que mapean el espacio o dominio de solucién tal que (x,t)e Q = [0, L] X[0,T]. El drea y el
gasto como variables dependientes, A(x,t) y Q(x,t) respectivamente, ademés, L representa la
longitud del canal y T el tiempo final de solucién, mientras que h(A;z,t) = y(A; x,t) + z(z)
es la elevacion de la superficie libre desde un nivel de referencia.

Aqui la variable y(A;xz,t) representa la elevacion de la superficie libre medida desde la
plantilla del canal, mientras que z,(z) es la elevacion de la plantilla del canal medida desde
un nivel de referencia y S¢(A, @;x,t) la pendiente de la linea de friccién, esta tltima se puede
evaluar con la siguiente relacién (Aguilar C., 2002):

n?|Q|Q
A Q: 1, 2.10
S, Qi) = A2R(A : z t)4/3 ( )
donde R(A;x,t) representa el radio hidraulico:
‘ Az, )

El término de fricciéon también puede ser evaluado con la propuesta de Chezy, asi mismo, es
posible anadir un término asociado al gasto unitario lateral (g¢) como entrada o salida del
sistema (Cruz Mayo, 2015).

Las ESV describen el comportamiento del flujo en canales abiertos y son un problema
dependiente del tiempo y del espacio, por lo que es necesario establecer los valores iniciales
del sistema, asi como los valores en la frontera del dominio de solucién, que representan
las condiciones de entrada y salida del flujo. Por lo anterior, en las secciones siguientes se
plantean estas condiciones.
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2.2.2 Condiciones de frontera

El sistema (2.8) y (2.9) constituye un problema bien planteado al establecer las condiciones
iniciales, para A(z,0) = Ag(z) vy Q(z,0) = Qo(x), y los valores a la frontera definidos en
funcién del régimen de flujo (Aguilar C., 2002).

Flujo Subcritico

A(L,t)=f(t) ¥V t>0 (2.12)

Q0,t)=g(t) V t>0 (2.13)
Flujo Supercritico

A(0,t) = f(t) ¥ t>0 (2.14)

Q0,t)=g(t) V t>0 (2.15)

Existen diferentes tipos de condiciones de frontera que juegan un papel crucial en la resolucién
de EDP, sin embargo, dos de las mas comunes son las de tipo Dirichlet y de tipo Neumann.
Las condiciones de frontera de tipo Dirichlet se caracterizan por especificar un valor numérico
particular en la frontera del dominio considerado. En otras palabras, se fija un estado o valor
concreto para la variable de interés en la regién fronteriza.

Por otro lado, las condiciones tipo Neumann estan asociadas a una condicién limite en
términos de la tasa de cambio del flujo a través de la frontera. En este caso, en lugar de
establecer un valor especifico, se establece la derivada de la variable de interés respecto a la
direccion normal a la frontera.

Las condiciones de frontera son esenciales para definir el comportamiento de un sistema
en sus limites, ya sea imponiendo valores especificos o por medio de la tasa de cambio en
la frontera. La elecciéon adecuada de la condicién de frontera dependera de la naturaleza
del fenémeno de estudio. Ademas, para problemas que dependen del tiempo, es necesario
definir las condiciones iniciales, que representan el estado en el que se encuentra el sistema
en el instante inicial y, combinadas con las condiciones de frontera, permiten determinar la
evolucion temporal del fenémeno.

2.2.3 Condicidn inicial

Para obtener una solucién al estado transitorio del FSL, se requiere establecer los valores
iniciales de gasto y de tirante en todo el dominio. Siguiendo la clasificacién de la figura
2.5, los cambios en el flujo pueden ser graduales o rapidos. Por lo general estos cambios
de flujo ocurren en la operacion de compuertas o equipo de bombeo; arranque de turbinas
hidraulicas, avenidas en los rios, etc.

Entonces, del sistema de ecuaciones (2.8) y (2.9) la condicién inicial se tiene cuando ¢t =0y
d(+)/ot = 0, tal que:

£(Q,A;z,0) = Cfg =0 (2.16)
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Para la conservacién de cantidad de movimiento, sin considerar el término transitorio se
tiene que:

M(A,Q;x,0) = I (?:) ‘I—QAW + gASi(A,Q;2,0) =0 (2.17)

La ecuacién (2.16), indica que d@ = 0 al integrar entre dos secciones regulares de un mismo
canal, y ademas, el principio de conservaciéon se cumple si (); = ()2, entonces, se puede
establecer que para la condicién inicial el gasto es constante en todo el dominio.

Considerando que h(A;z,t) = y(A;z,t) + z(x) la ecuacion (2.17) se puede expresar como:

d d(y + =)
d( ) LAl gas;~0

Con esto, es posible expresar la ecuacién de cantidad de movimiento de la siguiente manera:

dy . Sb—Sf
i~ 1 (2.18)

Por lo tanto, es posible obtener la condicién inicial de las ESV a partir de la ecuacion de flujo
gradualmente variado. La solucién de la ecuacién (2.18) que describe el comportamiento del
flujo, puede lograrse mediante algiin método numérico de disparo inicial como el método de
Euler o el método de Runge-Kutta (Burden & Faires, 1985).

Flujo Subcritico (Fr = 0.324)

Perfil

—-—- Normal
----- Critico
‘‘‘‘‘ . Plantilla

x [km]
Figura 2.9: Perfil de flujo subcritico para la condicién inicial.
Para brindar un ejemplo de la solucién de (2.18), en la figura 2.9 se muestra la variacién del
tirante en un canal trapezoidal con talud 1 : 1, por el que circula un gasto de 300 m?/s. La

base del canal tiene un ancho de 50 m y una pendiente de S, = 0.0001, ademas el coeficiente
de Manning es de n = 0.014 y el intervalo de discretizacion espacial es constante Ax = 6 m.
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En este caso, se considera un régimen de flujo subcritico con una condiciéon de frontera en
la que se conoce el gasto de entrada al canal (2.13), y en el extremo aguas abajo (2.12), se
establece un valor de tirante menor al tirante normal del canal, que para estas condiciones
es de y, = 3.6022 m. Se puede observar que conforme se aleja de la frontera aguas abajo,
el nivel del agua tiende a alcanzar el tirante normal. Lo anterior genera un perfil de flujo
caracteristico conocido como perfil tipo M2 (Chow, 1959).

En la siguiente seccién, se aborda el teorema de la divergencia de Gauss, que constituye un
pilar fundamental en la aplicacion del MVFE. Este teorema establece una relacion entre el
flujo de un campo vectorial a través de una superficie cerrada y la divergencia del campo en
el volumen que encierra esta superficie.

2.3. Teorema de la divergencia de (GGauss

El teorema fundamental del calculo integral establece que si se considera una funcion tal que
f =d¢/dzx | al integrarla dentro de un dominio z € [a, b] se tiene:

/fdx— _/( ¢>dw—¢<b)—¢><a)

En esta ecuacién ¢ se evalia en los extremos de la linea ab, y de manera andloga, un tensor
Tj... se evaltia sobre una superficie S. Cuando T}y . se evalia sobre una superficie integral
R, es necesario establecer la direccién y el sentido, por lo que se multiplica por el vector
unitario normal n; que sale de la superficie S tal como muestra la figura 2.10.

Figura 2.10: Esquema del teorema de Gauss.
Entonces, este teorema establece lo siguiente:

IZ@‘ (Tjg...)dV

Tj..dS (2.19)

Il
R
3
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donde T} puede ser un escalar, un vector o un tensor de cualquier rango, R es una region
material, y n; vector normal sobre la superficie de la frontera S de la region (Panton, 2013).
El teorema de la divergencia enuncia que el flujo neto a través de una superficie es igual al
volumen total de todas las fuentes y sumideros al interior de la superficie (Moukalled et al.,
2016). De modo que, cuando T}y . es una funcion escalar de ¢ se tiene lo siguiente:

/ B dV = / it dS (2.20)
R S
y si Tj... es un vector v;, entonces:
s

Aplicacion a la ecuacion general de transporte

Si se considera a una variable ¢, ya sea una cantidad escalar como la temperatura, la forma
conservativa de la ecuacion general de transporte se puede escribir como:

dpop  O(pdu;) 0 0¢
e (aul>+s‘f’ (2.22)

donde ¢ es la variable de flujo, p es la densidad del fluido, u; es el campo vectorial de la
velocidad, I' el coeficiente de difusién y Sy representa el término fuente. La ecuacion (2.22)
describe los diversos procesos de transporte para la propiedad ¢: el término de relacién de
cambio y el término convectivo en el lado izquierdo, mientras que el término difusivo y el
término fuente se encuentran en el lado derecho de la ecuacién (Versteeg & Malalasekera,
2007). Esta ecuacion se utilizard como punto de partida para la aplicacién del MVF que se
desarrollara a partir del capitulo 3, donde la clave del método consiste en la integracion de
la ecuacién que gobierna el flujo sobre un VC tal que:

cbuz ¢
IOU) gy = / S ( 6%) v + V/ SydV (2.23)

La integral de volumen en el segundo término del lado izquierdo de la ecuaciéon (2.23)
es el término convectivo, mientras que el primer término del lado derecho corresponde al
transporte difusivo. Estos términos se pueden evaluar en la superficie limite del VC aplicando
el teorema de la divergencia de Gauss, de modo que la ecuacién (2.23) se puede escribir como:

gt / (pg) dV + / ni (ppus) dS = / ni T 9,6dS + / SydV (2.24)
Ve S S Ve

El primer término del lado izquierdo de la ecuacién (2.24) representa la relacién de cambio
de la cantidad total de ¢ en el VC y el segundo término, n;(ppu;) expresa la componente del
flujo de la propiedad ¢ debido al movimiento del fluido a lo largo del vector normal n;. En
el lado derecho de la igualdad, el producto n;I" 9;¢ expresa el transporte difusivo, mientras
que la ultima integral representa la relacion de cambio de la propiedad ¢ como resultado de
las fuentes o sumideros dentro del VC (Moukalled et al., 2016).
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La soluciéon numérica de una EDP consiste en calcular los valores de una variable dependiente
¢ en puntos especificos dentro de un dominio de interés. KEstos puntos se conocen como
elementos o celdas de una malla y son el resultado de dividir la geometria en un conjunto de
elementos finitos, este proceso es conocido como mallado o discretizacion (Mazumder, 2015).

Después de la discretizacion, es posible realizar la integracion las EDP que describen el
fenomeno en cada celda que compone la malla. Lo anterior conduce a un conjunto de
ecuaciones algebraicas en las cuales cada ecuacion relaciona el valor de la variable en una
celda con los valores de sus vecinos (Burden & Faires, 1985). Estas ecuaciones se acoplan
en un sistema matricial, donde los coeficientes de cada ecuacion se almacenan en las filas y
columnas correspondientes a las diversas celdas, como se mostrara mas adelante con algunos
ejemplos.

Las ecuaciones resultantes de este proceso estan acopladas debido a que los volimenes de
control adyacentes se comunican entre si a través del intercambio de masa (ver figura 3.1),
cantidad de movimiento o energia. Dado que el VC mas pequeno tiene un tamano finito en
lugar de ser infinitesimalmente pequeno, el método se denomina MVF (Darwish & Moukalled,
2021).

A modo de resumen, a continuacién se proporciona informacién topolégica sobre celdas,
caras y vértices, representada en términos de listas de conectividad. La conectividad de los
elementos (o celdas) en general describe la configuracién de las conexiones entre elementos,
entre elementos y caras, asi como entre elementos y vértices.

oo oo o9
o | i o
! - ! Y i cara de la celda

o i o |l O
iCentro ide la celda

¢ oo ¢T¢ 8" o

—o—0——0—0—0—0

Figura 3.1: Esquema de discretizacion del MVF en un dominio rectangular.
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Ademas, es necesario contar con informacién sobre los elementos vecinos de cada cara, lo
cual se define como la conectividad de las caras. Esta informacion indica los elementos que
comparten una cara. Por ultimo, la conectividad de vértices resulta 1til para el procesamiento
posterior y el calculo de gradientes, y generalmente involucra las listas de elementos y caras
que comparten algin vértice en comun (Versteeg & Malalasekera, 2007) .

3.1. Ecuacién de difusion espacial

Para profundizar en la aplicacién de este método antes de construir el modelo discreto de las
ESV, se considerara la ecuacion de difusién en una dimension y en estado estacionario. Esta
ecuacion se puede obtener de la ecuacién general de transporte (2.22) para la propiedad ¢,
al no considerar los términos transitorios y convectivos tal que:

- < Z¢> +8,=0 (3.1)

donde I' es un coeficiente que puede depender del espacio, de la propia variable dependiente,
o de ambas, es decir, I' = ['(z, ¢). En el caso unidimensional, la ecuacién (3.1) es una version
de la ecuacion de Poisson y se utiliza para modelar el transporte difusivo (Mazumder, 2015).

La clave del MVF radica en la integracion de las ecuaciones sobre el VC y que lo distingue
de otras técnicas numéricas, ya que se aplica el teorema de la divergencia de Gauss visto en
la seccion 2.3, lo que para el caso general, produce lo siguiente:

JA(8) - s o (12)are [ o

Considerando un dominio de solucién como el mostrado en la figura 3.2, donde se utilizan
las letras P, E, W, N y S para designar los centros de las celdas, mientras que las caras de
la celda se indican con las letras mintsculas e, w, n y s (este, oeste, norte y sur).

j=14 j=2 eI S Cj=N.
S SV PO S RN ST G S SO S O SO S
—  iw P iE | |
o Ax | : : | :
L w e
= X1 X=X
< L »

Figura 3.2: Disposicion de los centros de las celdas (cuadros) y las caras de las celdas
(lineas punteadas) en una dimensién.

Entonces, para un nodo genérico P, se tienen dos vecinos continuos ubicados a la izquierda
y derecha, llamados W y E respectivamente. Al integrar la ecuaciéon (3.1) sobre un VC
centrado en 7, se obtiene la siguiente expresion:
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e d d¢ e
/% (rdx> dV+w/S¢dV —0 (3.3)

w

A partir de la figura 3.3, se utilizara el subindice (e, j) para denotar la cara este de la j-ésima
celda para, j = 1,2,3, .., N.. De manera andloga, la cara oeste del j-ésimo elemento se indica
con el subindice (w, j).

| 5ye |
w P E
w e
8xywp 8xpe
Sxwp SxpE

Figura 3.3: Diagrama de discretizacion general del dominio unidimensional.

El resultado de la integracién en la ecuacién (3.3) es el siguiente:

do dé _
rA— — ([ TA— AV = 4
( dx)e,j ( dx)w,j " S] ‘/] ’ (3 )

En este caso, A es el area transversal en la seccién, AV; es el volumen de la j-ésima celda,
y S es el valor promedio de los términos externos aplicados sobre el VC. La ecuacién (3.4)
establece que la diferencia entre los flujos en las dos caras del VC (el flujo de ¢ que sale por
la cara este menos el flujo que entra por la cara oeste), es igual a la generacién de ¢ dentro
de la celda (Versteeg & Malalasekera, 2007).

Ademéds, para obtener una forma discreta de la ecuaciéon (3.4) se requiere conocer el
coeficiente de difusién I' y una expresion para el gradiente d¢/dx en las fronteras del VC
(este y oeste), asi como un valor aproximado para el término fuente. En el caso de un fluido
homogéneo, el coeficiente de difusion I' es constante en todo el dominio.

Para determinar la variacion del coeficiente de difusion en los limites del VC es posible utilizar
aproximaciones lineales, a este tipo de aproximacién se le llama de diferencia central. En
una malla uniforme como la que se muestra en la figura 3.2, los valores interpolados de los
coeficientes I', y I'. se calculan de la siguiente manera:

Ty +Tp b _Tetlr

F'w ) a0
2 2

(3.5)
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En el caso del gradiente de ¢ en las intercaras, para obtener una expresion de la primera
derivada en la cara este, es posible utilizar las siguientes expansiones en serie de Taylor:

B Az dp| 1 (Az\* & Az\® Bo
A (2) w al5) @) rHer 69
B Az do Ax\* d?o| 1 (Az\d

donde H.O.T'. abrevia higher order terms, que en inglés indica los términos de orden superior.
Ademés, el intervalo espacial de la malla con N particiones se define como Az = L/N¢, siendo
Ne = N — 1 el nimero de celdas que constituyen al dominio. De manera que al sustraer la
ecuacién (3.7) de (3.6) se obtiene:

@ Qi1 — Az® d*¢

da:e_ B

Az 24 da3 .

La ecuacién (3.8) es una aproximacién en diferencia central de la primera derivada de ¢ con
respecto a x. Una expresion similar para esta derivada en la cara oeste, sin considerar los
términos de orden superior, se puede aproximar como:

Ao\ _ ¢p—¢p. Ao\ ¢op—ow.
dz ), dxpp dz ), ’
Para el término fuente S, se debe considerar que puede ser una funcién de la variable

dependiente. Cuando esto ocurre, el MVF aproxima el término fuente por medio de una
funcién lineal como se indica en la siguiente expresion:

+HO.T. (3.8)

. (3.9)

SAV = S, + Sy, (3.10)

donde S, es la contribuciéon promedio en todo el dominio del término fuente y S, su valor
en la celda P.

Sustituyendo las ecuaciones (3.5), (3.9) y (3.10) en la ecuacién (3.4) se obtiene:

oA, (2E=9P) _poa, (0w (Su + Spip) =0 (3.11)
5xpE dxwp
La ecuacion (3.11) se puede expresar en términos de los nodos (W, P, E) como sigue:
r.A r,A
ele . _ twhw . Su S —0
&EPE (QZ)E ¢P> 51'WP (pr QZ)W) + ( + p¢p)
Desarrollando la ecuacion anterior, entonces:
r.A. T, A, r.A, LA,
A2
<5$PE * 5IWP ) bp = ox PE¢E ox WP¢W + S (3 )

Al agrupar en la ecuacion (3.12) los coeficientes de ¢y v ¢ como ay y ap respectivamente,
y el coeficiente de ¢p como ap, se puede expresar como:

apPp = appp + awow + Su (3.13)
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donde
ap = gxfE (3.14)
ry,A,
aw = - (3.15)
ap =ap+aw — S (3.16)

La ecuacién (3.13) se formula en cada una de las celdas para obtener una solucién al
problema. Ademas, para volimenes de control adyacentes a los limites del dominio, la
ecuacién general (3.13) se modifica al imponer las condiciones de frontera. Con esto, es
posible resolver el sistema resultante de ecuaciones algebraicas para obtener la distribucion
de la ¢ en todas las celdas (Versteeg & Malalasekera, 2007).

Dado que la mayoria de los problemas de flujo involucran procesos de adveccion, como se
menciona en la seccion 2.1, la siguiente secciéon profundiza en los esquemas bésicos del MVF
para problemas que combinan mecanismos de transporte advectivos y difusivos.

3.2. Esquemas para procesos de adveccion-difusion

Hasta ahora se ha revisado el problema en el que la difusién es el Gnico mecanismo de
transporte. Sin embargo, el MVF también se aplica a problemas en los que ademas del
transporte difusivo, predominan los esfuerzos de adveccién. Por lo que al considerar este tipo
de transporte en estado estacionario para un flujo unidimensional y sin considerar fuentes
externas, la ecuacién (3.1) adquiere la siguiente forma:

(pug) = CZ; (F;lf) (3.17)

d

dz
Dado que la adveccién es causada por el movimiento general del medio a una velocidad u, se
escribe como el producto de la tasa de flujo mésico por unidad de drea (pu) y la propiedad ¢,
donde p es la densidad del medio y u la componente de velocidad en la direccién x. Ademas,
para cumplir el principio de conservacién de masa, se debe cumplir lo siguiente:

dcfc (pu) =0 (3.18)

En el VC de la figura 3.4, se establece la relacién entre los nodos w , e y los flujos para una
celda genérica P y sus vecinos W y E. Al integrar la ecuacién de transporte (3.17) sobre el
VC acotado entre los nodos w y e se tiene lo siguiente:

/j (pug) = /dd (Pj‘b) (3.19)

w’] w?]
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.
[]
=[]

Figura 3.4: Volumen de control alrededor del punto P.

Al aplicar el teorema de la divergencia de Gauss, el resultado de la integracion en la ecuacién
(3.19) es el siguiente:

dx dx

Mientras que para la ecuacién de conservacién de masa (3.18) se tiene que:

(pudo), — (puAg), = (m‘“b)e - (mdﬂw (3.20)

(pud), — (pud), =0 (3.21)

Ademads, para generar el modelo discreto de la EAD se introducen las variables F' y G, las
cuales representan el flujo de masa debido a la adveccion y a la difusién respectivamente tal

que:

r
F— o _ . 22
pu; G=+ (3:22)

Entonces, el transporte por conveccién y difusion en las caras w y e del VC se puede expresar
con las relaciones siguientes:

F, = (pu),; F. = (pu),; (3.23)
r r

Gy = —2—: G, = ——: 3.24

dxwp drpp ( )

Considerando que el drea es uniforme A = A, = A, es posible dividir la ecuacién (3.20)
entre el drea y utilizar una aproximacién en diferencia central para las derivadas d¢/dz
asociadas al transporte difusivo. De manera que la aproximacién discreta de la ecuacién
(3.20) es la siguiente:

Feg, — Fudy, = Ge (98 — ¢p) — Gu (9P — dw) (3.25)
Y al sustituir (3.23) en la ecuacién (3.21) se obtiene que:
F.—F,=0 (3.26)

Para resolver la ecuacién (3.25) es necesario aproximar los valores los valores de ¢, y ¢,.
En las subsecciones siguientes, se presentan los esquemas principales utilizados para resolver
este problema con el MVF.
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3.2.1 Esquema de diferencia central

Una forma de obtener una aproximacion de ¢ en los limites del VC es considerar los valores
en las fronteras w y e como un valor medio de los valores en las celdas vecinas. De esta
manera, utilizando un esquema central, los valores de ¢. y ¢, se calculan de la siguiente

manera:

_ ¢optoE _ Ow +op,
¢6_T7 ¢w_ 9 )

Sustituyendo los términos de la ecuacion (3.27) en (3.25), se tiene:

RO ) < r (PO ) = Gutor - 0n) — G or o)

(3.27)

Reordenando la ecuacién anterior tal que:

[(Gw—F;) + (Ge-l—];e)} op = (Gw-i—]?) dw + (Ge—];e) O

Al agrupar en términos de ¢y, ¢ vy ¢p, la ecuacién anterior se puede escribir como sigue:

[(Gw + Zw) + (G- Z;) (R, - m] op=(Gut F;) o+ (Ge - Z) op (3.28)

Para una celda genérica j, la ecuacion (3.28) se puede expresar de la siguiente manera:

[(Gw + FQL"“) + (Ge _ Z) +(F, - Fw)l b; — (G 4 Fo ) Gy + ( )gbj_H (3.29)

Finalmente, el modelo de la EAD utilizando el esquema central se puede expresar como:

apdp = aw Py + apdp (3.30)

O de otra forma:
app; — awg;_y —apg;, =0 (3.31)

donde los coeficientes se definen como:

awy = G+ F )2 (3.32)
ap = G, — Fe/Q (3.33)
ap =aw +ag + F, — F, (334)

Se puede notar que la ecuaciéon para procesos de adveccion-difusién (3.30) toma la forma
general de la ecuacién (3.13) aplicada al problema de difusién pura, excepto por la inclusion
de los términos asociados a la conveccion en los coeficientes ay, ag y ap.
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Ademaés, es necesario aplicar la ecuacién (3.30) en todo el dominio discreto para formar un
sistema de ecuaciones lineales que incluya las condiciones de frontera. Para esto se presenta
un ejemplo ilustrativo en la aplicacion de este esquema.

Ejemplo de aplicacion

Sea la propiedad ¢ que se transporta mediante un proceso de adveccién-difusion en un
dominio unidimensional. La ecuacion (3.17) describe este tipo de transporte y las condiciones
de frontera son tales que ¢ (r = 0) = 1y ¢ (x = L) = 0. Ademés, el resultado serd comparado
con la solucién analitica dada por la siguiente expresion:

o—do _ emm -1
or—do et —1
En un primer caso de analisis se considera una malla compuesta por 5 celdas como la
mostrada en la figura 3.5, considerando una longitud total de 1 m, con un intervalo espacial
0.2 m entre celdas. La densidad del fluido se considera p = 1 Kg/m? y la velocidad del
flujo es de 0.1 m/s, con lo que FF = pu = 0.1 . Por otro lado, la difusién es tal que

G =T/éx = 0.1/0.2 = 0.5 con lo que se tiene un numero de Péclet menor a la unidad
P.=F/G=02.

(3.35)

Ademas, a partir de las ecuaciones (3.22), (3.23) y (3.24), los flujos por adveccion son iguales,
tal que F, = F,, = F en todo el dominio, mientras que G, = G,, = G Unicamente en las
celdas centrales, debido a que en las celdas adyacentes a las fronteras la distancia es dz/2
como se indica en la figura 3.5.

$a=1 e ¢ =0
1 2 u 3 4 5
--------- S e B o I E S
5x/2 w w P e E
| |
x=0 ox x=1L

Figura 3.5: Discretizacion espacial del problema de adveccién-difusion.

La ecuacién (3.30) y sus coeficientes se aplican en las celdas internas 2, 3 y 4 mostradas en la
figura 3.5. Sin embargo, las celdas 1 y 5 requieren un tratamiento distinto por ser adyacentes
a los limites del dominio.
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Al integrar la ecuacién (3.17) y utilizar el esquema central para ambos términos, difusivo y
convectivo, a través de la cara este de la celda 1, se debe considerar que el valor de ¢ en la
cara oeste es una condicién conocida (¢, = ¢4 = 1), de modo que al sustituir esta condicién
en la ecuacion (3.25) se obtiene lo siguiente:

F, (W) — Fapa=Ge(dp — dp) — Ga(dp — da)

Al agrupar la ecuacion anterior en términos de ¢y, ¢ y ¢p entonces:

(GA + ]; + G€> bp — (Ge - Z) ¢p = (Fa+Ga)da (3.36)

Por otro lado, en la frontera derecha en la celda 5, donde ¢, = ¢ = 0, es posible sustituir
este valor en la ecuacién (3.25) como sigue:

dw + dp

FB¢B_Fw< 9

> = Gp (¢ — ¢p) — Gy (6 — dw)
Al agrupar en términos de ¢y, ¢p v ¢p, la ecuacion anterior se puede escribir como:

(Gu = +Gr) op— (52 +G) dw = (G — F) 65 (3.37)

Considerando que F4 = Fg = F, y de la ecuacién (3.22) donde G4 = G = 2I'/dz, las
ecuaciones (3.36) y (3.37) pueden expresarse en la forma general de la ecuacion (3.30). Por
lo tanto, al acoplar las ecuaciones desarrolladas para las celdas en las fronteras, se obtiene
el siguiente sistema matricial:

n+1

ap —ag ®1 ®a
—aw ap —ag ®2 0
—aw ap —ag ®3 =10
—aw ap —ag| |Pa 0

—aw  ap b5 ¢B

Figura 3.6: Representacion del sistema matricial para la soluciéon de la EAD.

En la figura 3.7 se muestra la soluciéon obtenida para el problema utilizando el esquema
central con una malla compuesta por 5 nodos en el dominio y se compara con la solucion
analitica descrita por la ecuacion (3.35).
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Ecuacion de adveccion-difusion
Esquemacentral: = 0.1,u = 0.1

LD + —— Solucidn exacta
—®- Volumen finito
0.8 1
0.6 1
=
=
0.4
0.2 1
0.0 1
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Distancia [m]

Figura 3.7: Solucién a la EAD por el MVF esquema central, 5 nodos de dominio y
P, =02,

De manera similar al caso anterior, utilizando la misma malla en donde dx = 0.2, pero
considerando una velocidad de 2.5 m/s con lo que el ntiimero de Péclet es P, = F/G =5,
para estas condiciones se obtiene el siguiente resultado:

Ecuacion de adveccion-difusion
Esquemacentral: [ = 0.1,u =25

23 7 . Solucién exacta ,P
—&- Volumen finito i
]
2.0 1 ,’
!
]
[
;F

15 ;
x e :"
E - - \\ .'J'

-
L0 . T - = ‘\ ﬂ'
- | . _,’
'\\ ;.
0.5+ AN /
0.0 1
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Distancia [m]

Figura 3.8: Solucién a la EAD por el MVF esquema central, 5 nodos de dominio y P, = 5.

En la figura 3.8, se observa que el esquema central produce una soluciéon que oscila alrededor
de la solucién analitica. Esto se debe a que el esfuerzo advectivo es mucho mayor que el
difusivo y para obtener una mejor aproximacion con este esquema, se requiere de una mayor
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cantidad de celdas en el dominio.

Entonces, para el dltimo caso de aplicacién de este esquema, se conservan los parametros
anteriores, pero ahora se considera un éx = 0.05, lo que resulta en una nueva malla compuesta
por 20 celdas. En este caso, P, = 1.25 con lo que se obtiene la siguiente grafica:

Ecuacion de adveccion-difusion
Esquemacentral: [ = 0.1, u = 2.5

P(x)

—— Solucidn exacta
004 —e- Volumen finito

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0
Distancia [m]

Figura 3.9: Solucién a la EAD por el MVF esquema central, 20 nodos de dominio y
P, =1.25.

De los casos anteriores, se puede notar que los resultados obtenidos mediante el esquema
central dependen del intervalo espacial utilizado y se acercan a la soluciéon analitica a medida
que dx — 0, se debe tener en cuaneta que en muchos problemas de flujo no es posible debido
al consumo de recursos y limitaciones de computo.

Sin embargo, existen otros esquemas utilizados en el MVF que se describen en las secciones
siguientes para obtener una soluciéon més acertada a este tipo de problemas. Ademas, para
profundizar en las propiedades del esquema central, a continuacion se ilustra una de las
propiedades de esta técnica de discretizacion.

A partir de la ecuacién (3.21) se tiene lo siguiente:
(pud), = (pud), =0

El principio de conservacion de masa se cumple si F, = F,, y por lo tanto la ecuacion (3.34)
es tal que ap = aw + ag y esta caracteristica se cumple cuando el campo de flujo satisface
la continuidad. Ademas, la forma general de la ecuacion (3.30), apd, = awdy + apdp,
representa un perfil lineal por tramos de la funcién ¢ y se obtiene a partir de una formulacion
en serie de Taylor. Ahora se propone un ejemplo en donde G, =G, =1,y F, = F,, = 4.
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Con los valores de ¢ y ¢w se puede obtener el de ¢p utilizando la ecuacion (3.30), de modo
que para dos conjuntos de valores, es posible expresar lo siguiente:

Si ¢ = 200 y ¢ = 100, entonces ap = G, — F./2 = =1,y aw = G, + F,/2 = 3.

Entonces:

ap=aw +ag =2

Por lo tanto:

bp = aw Oy + apdp _ 50

Qp

Por otro lado, si ¢ = 100 y ¢ = 200, entonces ¢pp = 250.

Dado que se tiene una aproximaciéon por tramos de la funcién ¢, entonces su valor debe
estar acotado en un rango tal que ¢ € [100,200], por lo que este resultado es poco realista.
La ecuacién (3.30) indica que algunos de sus coeficientes en algin momento pueden ser
negativos, cuando |F| > 2G |, entonces dependiendo del sentido de F existe la posibilidad de
que ag 0 ay sean negativos (Patankar, 1980).

Para evitar este tipo de problemas, se utiliza el criterio de Scarborough que ha demostrado
ser condicién suficiente para que el método sea convergente y se expresa en términos de los
coeficientes de las ecuaciones discretas (Versteeg & Malalasekera, 2007):

n < '
> || { <1 para todas las ecuaciones (3.39)

lap| | <1 por al menos una de las ecuaciones

donde a,,; son los coeficientes de las celdas vecinas y ap los de las celdas centrales. Ademaés,
los coeficientes negativos pueden implicar que ap sea menor que Y. |a,|, lo cual falla en
satisfacer el criterio de Scarborough (Patankar, 1980).

3.2.2 Esquema viento arriba (upwind)

Una de las principales limitaciones del esquema anterior radica en su falta de sensibilidad a la
direccion del flujo. El esquema upwind presenta una solucion a esta deficiencia al considerar
la direcciéon del flujo para determinar el valor en la cara de una celda. En otras palabras, el
valor de la propiedad ¢ en la cara de una celda se considera igual al valor en la celda aguas
arriba.

Para ilustrar esta caracteristica, la figura 3.10a muestra los valores utilizados en las celdas
cuando la direccién del flujo es de oeste a este (direccion positiva), mientras que la figura
3.10b muestra los valores cuando la direcciéon del flujo es negativa, de manera que el valor
en la cara es igual al valor en la celda anterior.
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br bw
op be Pw dp
— U, Uy ——

1 1

L e L w L

P w P
| | | | | | | | | |
! 8Xww 5wa| 8% pe ! O%xep ! ! X ! é‘xwpl 8% pe ! O%xep !

(@) (b)

Figura 3.10: Diagrama del esquema upwind.

Este tipo de esquema exhibe una dependencia con la direccion del flujo, lo cual se refleja en
la ecuacién (3.25) tal que:

Fog, — Fudy, = Ge (08 — ¢p) — Gu (0P — dw)

En la cara este, el término advectivo se desarrolla de la siguiente manera:

¢p st F,>0
¢€{¢E si F.<0 (3.39)

Mientras que, para la cara oeste se considera lo siguiente:

qbw si F,>0
%{w$¢n<o (3.40)

De forma compacta se puede escribir con un nuevo operador [A, B] para decir que se
considera el mayor valor entre A y B, entonces es posible expresarlo como:

Fe¢e = ¢P[[F67 O]] - ¢E[[_F€7 0]] (341)

Al sustituir las expresiones (3.41) y (3.42) en la ecuacién (3.25) y desarrollar se obtiene:

¢P|IF670]] - ¢E|I_F670]] - ?bW[[FunO]] + ¢P[[_va0]] = Ge(¢E - CbP) - Gw(¢P - ¢W)

Al agrupar en términos de ¢w, ¢ v ¢p, la ecuacién anterior se puede escribir como:
op (Ge + [Fe, 0] + Gy + [-Fw,0]) = ¢p(Ge + [—F.,0]) + ow (G + [Fw,0]) (3.43)

Entonces, la ecuacion (3.43) se puede expresar en la forma de la ecuacion (3.30) al considerar
los coeficientes como sigue:
aw = Gw -+ [[Fw,O]]
ap = Ge + [[—Fe, O]] (344)
ap:aE+aW+(Fe—Fw)
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Aplicando este esquema, de manera similar al de diferencia central, la ecuaciéon para la
frontera izquierda es la siguiente:

op(Ge + [Fe, 0] + Gus) = ¢op(Ge + [ Fe,0]) + ¢a(Gus + [Fuw, 0]) (3.45)
donde G5 =T'/(dz/2).

Por otro lado, para la frontera derecha se tiene que:
op(Ges + [F.,0] + Gy + [-F, 0]) = ¢(Ges + [—Fe, 0]) + 0w (Guw + [Fu,0])  (3.46)

A partir de lo anterior, se han planteado todas las ecuaciones para conformar un sistema
como el mostrado en la figura 3.6, a continuacién, se presentan dos aplicaciones de este
esquema que permiten compararlo con el de diferencia central.

Ejemplo de aplicacion

Recordando las condiciones del primer caso donde se tiene una malla compuestas por 5 celdas
(figura 3.5), se considera L = 1 m, dx = 0.2 m, con una velocidad v = 0.1 m/s y I' = 0.1,
la figura 3.11 presenta los resultados obtenidos con el esquema upwind comparado con la
solucién analitica dada por la ecuacion (3.35).

Ecuacion de adveccion-difusion
Esquemaupwind: [ = 0.1,u=0.1

LO + —@~- Volumen finito
—— Solucion exacta
0.8 4
0.6 4
=
=
0.4 4
0.2 4
0.0 4
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Distancia [m]

Figura 3.11: Solucién a la EAD por el MVF esquema upwind, 5 nodos de dominio y
P, =0.2.

Para el segundo caso, donde la adveccién es mayor que la difusién (F' > G), con esta forma
de aproximar los flujos en las fronteras de cada VC se obtiene la soluciéon mostrada en la
figura 3.12, en la cual se observa que este esquema obtiene un resultado mas acertado que
el obtenido en la figura 3.8. Sin embargo, se aleja de la soluciéon analitica cerca del limite B
donde el gradiente de ¢ es mayor.
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Ecuacion de adveccion-difusion
Esquemaupwind: I = 0.1,u=2.5

L0 & . - =——__
- .‘ .

0.8 1

0.6 1
X
=

0.4

0.2 1

—&- Volumen finito
004 — Solucion exacta
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Distancia [m]

Figura 3.12: Solucién a la EAD por el MVF esquema upwind, 5 nodos de dominio y
P, =5.

3.2.3 Esquema exponencial

Las técnicas de discretizacion discutidas en las secciones 3.2.1 y 3.2.2 se basan en la premisa
de que la adveccién y la difusion son mecanismos de transporte independientes y no se
relacionan. Sin embargo, estos dos estdan relacionados y las caracteristicas del flujo se deben
al efecto combinado de ambos fenémenos (Mazumder, 2015).

Para este esquema se considera la EAD (3.17) sin términos fuente. En este caso, resulta ttil
definir el flujo total J que describe la parte convectiva como pu¢ y la parte difusiva como
I dp/dz, de la siguiente manera:

de
= pup -T2 4
J = pu¢p . (3.47)
Con la definicién de la ecuacién (3.18) se tiene que dJ/dx = 0. Al integrar esta relacion
sobre el VC (figuras 3.2 y 3.3) se obtiene:
Jo—Jy=0 (3.48)

Ademas, se conoce la solucién analitica dada por la ecuacion (3.35), la cual puede utilizarse
para generar un perfil entre los puntos P y E, reemplazando ¢¢ y ¢ por ¢p v ¢g
respectivamente, y la variable L por la distancia (dx),. Con esto, es posible expresar lo
siguiente:
o—dp _ et 1
b5 —p P T 1

Al desarrollar la ecuacién (3.49) se obtiene:

(3.49)

op — ¢
Pe = dp+ e(;(mazureE_) ]

93



3. VOLUMEN FINITO

La expresion anterior puede simplificarse como:

b = Pp + (¢Pe__¢f ) (3.50)

donde P, es el nimero de Péclet en la cara este y P, en la oeste, de la siguiente forma:

(pu dx) F.
P=-—"t=_+ 3.51
T G (3.51)
Para estimar el valor del gradiente espacial de ¢, se puede expresar lo siguiente:
dp d erve/l
e dr l¢o+(¢L—¢o)€puL/p_1

ou epua:/l"

d
¢ = (6L = %) T upr 7

Reemplazando la distancia L por (5m)e se obtiene que:

s (), __emon
dl‘ (¢E - (bP) 6 (pu&v)e/Fe —1
do| _ (pu), (d5—op)
de| T, elpudz)./Te 1
Con lo anterior, el gradiente en la cara e se calcula como sigue:
do| _ (pu), (95 — ¢pr)
—| = € 3.52
dr |, I, ef~—1 ( )

Para evaluar J, es posible sustituir las ecuaciones (3.50) y (3.52) en (3.47) tal que:

_ d¢
Je - (pu)e (¢)e - Fe %

e

Desarrollando la expresion anterior:

Je = (pu), [aﬁp - (iie_ff)} - T, (plfL ) %’f;e__gbf )

Jo = (pu), op + (pu), M — (pu), (¢r — op)

A =

Entonces, la expresion para evaluar J. es la siguiente:

_ (¢p — oE)
Je = FerP + Feepei—l (353)
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Finalmente, sustituyendo la ecuaciéon (3.53) y una relacién similar para .J,, en la ecuaciéon
(3.48) se obtiene:

Fe [¢P+(¢P_¢E)] - Fy [ﬁbw-i—

o M] =0 (3.54)

efw —1

Por lo que es posible expresar la ecuaciéon (3.54) en términos de la forma general de la
ecuacién (3.30), tal que appp = awdy, + apdg, con los coeficientes definidos como:

1
aw = Fw (1 + oPuo _ 1)
e (3.55)
ele — 1
ap:aE+aW+(Fe—Fw)

ap —

Ejemplo de aplicacion

Con el primer caso utilizado para los esquemas anteriores, cuando el transporte advectivo
es igual que el difusivo se obtiene la figura 3.13 que en comparacion con la figura 3.7 del
esquema central y la figura 3.11 del esquema upwind. El esquema exponencial produce una
solucion practicamente indistinguible de la analitica.

Ecuacion de adveccion-difusion
Esquema Exponencial: I = 0.1,u=0.1

L0 + —— Solucién exacta
—@=- Volumen finito
0.8
0.6
=
=S
0.4 A
0.2
0.0 |
T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Distancia [m]

Figura 3.13: Solucion a la EAD por el MVF esquema exponencial, 5 nodos de dominio y
P.=0.2.

Cuando el transporte advectivo supera radicalmente al difusivo (F' > @), se obtiene la
solucién mostrada a continuacion.
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Ecuacion de adveccion-difusion
Esquema Exponencial: I = 0.1, u=2.5

@lx)

—— Solucidn exacta
0.0 4 —& - Volumen finito

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0
Distancia [m]

Figura 3.14: Solucién a la EAD por el MVF esquema exponencial, 20 nodos de dominio y
P, =1.25.

Desde una perspectiva fisica, es importante que las variables transportadas, como la masa,
se conserven en la solucion discreta para obtener resultados realistas. Esta propiedad
conservativa es inherente al MVF, ya que los flujos integrados en la cara de un elemento
se basan en los valores de los elementos adyacentes a cada cara (Darwish & Moukalled, 2021).

Uno de los aspectos importantes del esquema exponencial es que trata la advecciéon y la
difusién dentro de la misma formulacién (Mazumder, 2015). Cuando se utiliza este esquema
para problemas unidimensionales y en estado estacionario, se garantiza que producira la
solucion exacta para cualquier P, y cualquier cantidad de celdas en la malla. Sin embargo, a
pesar de su buen comportamiento, este esquema no es ampliamente utilizado debido a que el
calculo de las exponenciales es computacionalmente costoso y no es exacto para problemas
de mas de una dimensién o con términos fuente distintos de cero (Patankar, 1980).

Existen otros esquemas para la discretizacion espacial como el esquema hibrido, que combina
las técnicas anteriores en funciéon del ntimero de Péclet para lograr un mejor desempefio del
método. Por otro lado, el uso de la regla upwind asegura la estabilidad de los esquemas,
pero su precision de primer orden los hace susceptibles a errores numéricos de falsa difusion.
Estos errores pueden minimizarse empleando esquemas de orden superior, que involucran
mas puntos vecinos y reducen los errores de discretizacion al tener una influencia mas amplia
sobre el dominio (Versteeg & Malalasekera, 2007).

Hasta ahora se han revisado algunas técnicas de discretizacién para el MVF en problemas

que no dependen del tiempo. En la siguiente secciéon se aborda el estado transitorio para el
problema de adveccion y difusion.
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3. VOLUMEN FINITO

3.3. Modelo de adveccion-difusiéon espacio temporal

Sea el problema de adveccién-difusion en estado transitorio (ADT):

L(gat)=— 4+ U —T=—2 =0 (3.56)

donde ¢(z,t) es la concentracién de un contaminante como variable dependiente, mientras
que x es la coordenada en el sentido horizontal y ¢ el tiempo que representan las variables
independientes que delimitan el espacio de soluciéon (z,t) € Q = [0,L] x [0,7], L es la
longitud de la conduccién, T el tiempo final de la solucién, U es la velocidad de transporte
y I' es el coeficiente de dispersion.

Ademas, el problema esta sujeto a una condicion inicial siguiente:

¢ (x,0) = ¢o(z) (3.57)
Y las siguientes condiciones en la frontera:
¢ (0,t) = h(t) (3.58)
d¢
i — (3.59)
ox (Lt

Para la construccion del modelo discreto de ADT se realizara primero una discretizacién
espacial aplicando una formulacion de volumen finito y posteriormente se desarrollara la
aproximacion temporal.

3.3.1 Modelo de volumen finito espacial

En la propuesta de discretizacién se evaluardn los términos de la ecuacién ADT (3.56) en un
VC arbitrario, por lo que al integrar la ecuacién sobre un VC tal que:

/L (¢s2,8)dV =0
Ve
Desarrollando cada término de la ecuacién (3.56):

o 3¢
athJr/U dv — /a:::( )dV—O (3.60)

Al aplicar el teorema de la divergencia de Gauss, revisado en la seccion 2.3, al término de
difusién en la ecuacion (3.60) se tiene que:

99

o dV+/U v — /F—dS—O (3.61)

Ve

57



3. VOLUMEN FINITO

El resultado de la integracién de los términos espaciales en la ecuacion (3.61) es similar al
de la ecuacion (3.20) del problema en estado estacionario, de este modo la aproximacion
espacial es la siguiente:

(muwh_QWA@w:<n§Z>-_oﬂi® (3.62)

En este caso, se considera que p = 1 kg/m? y el 4rea es constante tal que A = cte. La
variable dependiente es ¢ (z,t) = ¢, mientras que las constantes de velocidad de transporte
y de difusién son U y I' respectivamente, que en esta la formulaciéon se consideran como
heterogéneas y anisotrdpicas.

En el caso de la integral con la variacion temporal se puede evaluar de la siguiente forma:

96 D 9
mw_mJ@W_m@m

Ve

Sustituyendo esta expresion en la ecuacion (3.61), se tiene lo siguiente:

99

ot

e + (U), — (US), = (Fﬁ) - (ij) (3.63)

En este caso, se consideran las variables F''y GG para representar el flujo de masa asociado a
la adveccion y a la difusion respectivamente como se hizo para el problema estacionario, por
lo que:

F,=U), F.=U), ; (3.64)
r r
Gy = ——; G, = ——; 3.65
6mWP 517PE ( )
Ademas, es posible aproximar del gradiente espacial de ¢ en los limites e y w como:
do op — Pw d¢ o5 — ¢p
— | =—; — | == 3.66
<d£€>w (wap ’ (dl’ e 5xPE ’ ( )
Sustituyendo las ecuaciones (3.64)-(3.66) en (3.63) se obtiene:
99
a 5:): + Fe(be - Fw¢w = Ge (¢E - ¢P) - Gw (¢P - (bW) (367>
P

La ecuacién (3.67) es la relacién base para obtener una solucién aproximada aplicando el
MVEF con alguno de los esquemas revisados en las subsecciones 3.2.1-3.2.3. Para ilustrar
lo anterior, a continuacion se aplica una aproximacion en diferencia central al problema de

ADT.
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Diferencia central

Para evaluar los términos de ¢, y ¢,,, asociados al transporte por adveccion en la ecuacion
(3.67), el modelo de diferencia central considera las aproximaciones indicadas en (3.27) para
los flujos en las caras de un VC centrado en P, al sustituir estas expresiones en (3.67) se
obtiene:

Gt 25 (60 + 08) — T2 (6w + 69) = G0 — 00) — Cudr —0w)  (3.68)

ot |,

Al desarrollar y agrupar los elementos en términos a las incognitas ¢w,¢p v ¢p es posible
expresar lo siguiente:

e[l ) o D= (o (- )

F, F, F, F. F. F P R
5x+[Gw_2+ - +Ge+—+—— ]¢P=<Gw+)¢w+< )¢E

ot

ot |, 2

Por lo tanto:

0y + [(Gw + F“’) + (Ge — Z‘f) + (F. — Fw)lw =

(0o )+ (0. 5o

Considerando los coeficientes de las celdas vecinas ay y ag como en (3.22)-(3.33), es posible
expresar el coeficiente ap en la forma de la ecuacion (3.34) y sustituyendo en (3.69), se
obtiene:

at |, (3.69)

ot or + (aw +ap + F. — Fy) dp = awpw + apdp (3.70)
P
Finalmente, la aproximacion espacial para un VC con centro en P es la siguiente:
- (5$ + Clpgbp — anbW — CLEQZ)E =0 (371)
ot |,

La ecuacion (3.71) se refiere a la ecuacién especifica para el problema de ADT, y es similar
a la ecuacién general (3.30). Sin embargo, la distincién principal radica en la inclusién del
término transitorio (0¢/0t) que representa la variacién temporal de la concentracién de ¢.

Antes de abordar el tratamiento temporal de la ecuacién, es necesario implementar las
condiciones de frontera correspondientes al problema, considerando una de ellas con un
valor determinado tipo Dirichlet y la otra como una condiciéon de flujo tipo Neumann. Estas
condiciones definen los valores de ¢ en los limites del dominio y son fundamentales para la
solucion del problema.
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Condicion de Frontera Dirichlet

En el modelo de ADT la condicién de frontera izquierda, definida por (3.58), se tiene para
¢ly = pa(t), ¥Vt >0, entonces la relacién (3.67) para la primera celda del dominio se
puede expresar como:

9¢

o 0p + Fepe — Faps = Ge (g — ¢p) — Ga(9p — da)

P

Al aproximar ¢, como en (3.27) y desarrollar es posible expresar lo siguiente:

0 F,
01 5ot o (6 4 68) — Fava = G (95— 6p) — G (6 — 64)
P
8 Fe Fe
*(b 0 + (Ge++GA> op = (Ge—> ¢p+ (Ga+ Fa) pa
ot |, 2 2
¢ F, F, F, B F.
s (Ge—2+2+2+GA) op = (Ge 2) b+ (Ga + Fa) b
d¢
N 0p + (ap + Fo + Ga) dp = apgp + (Ga + Fa) pa
P
Finalmente, la ecuacion espacial para el primer VC en el dominio es la que sigue:
o¢
a 5x+(aE+Fe+GA) ¢p—aE¢E:<GA+FA) (bA (372)
P

Condicion de Frontera Neumann

Por otro lado, la condicién de frontera derecha tipo de Neumann (3.59), se puede expresar

COIMmao:
g‘ B t ] ; t O
B ( ) 7 g

Para aplicar esta condicion de frontera se desarrolla la ecuacion (3.68) de la siguiente forma:

%’5fP%@®+¢phﬁ—¢ﬂ—{?@W+@ﬁ—GN%—¢M—waP—%W
,
Entonces:
%’5f+§@%—¢m+ﬁmp—Z%@y+m»=amm—¢w—c@wp—mw<&m>
,

Ademas, es posible considerar lo siguiente:

99| dw - ¢p

~ =g ; t 74
G| i mOp ()5 ¥E>0 (3.74)
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Con la relacion anterior, se agrupan los términos de la ecuacion (3.73) en la forma de la
aproximacién espacial (3.74) tal que:

a¢ Fe ¢E - ¢P Fw
- fe 2P Fdp— ¥
T P5m+ 5 < - >5xPE+ cOp 5 (pw + ¢p)
=G, <¢§_¢P> Sopm — G (60 — dw)
xPFE
Desarrollando la ecuacién anterior:
a Fe . Fw .
0\ Gt “bapm G5+ Fudp — 2 (6w + 08) = Cubpr s — Gu (65 — bw)
P

Agrupando los términos asociados a las incognitas se obtiene:

0¢ F, F, F,
. 5m (Fe - = Gw) = (w Gw) <_e Ge) 527 j
ot |, + 2+ op 2+ dw + 2+ PE 9B
0 F, F, Fy :
afpéx“— <F6_2+2_2+Gw> ¢P:aw¢W+a65zPEgB
ﬁ 5x+(Fe_Fw++Gw)¢P:aw¢W+a65xPEgB
ot |, 2
Finalmente, la aproximacion espacial para la tltima celda en el dominio es la siguiente:
0¢ .
e 0 + (aw + Fo. — Fy) op — awdw = agd.pe JB (3.75)
P

Con esto, se han desarrollado los términos espaciales para el problema de ADT. La siguiente
subseccion contiene el tratamiento del término temporal para el modelo compuesto por la
ecuacion (3.71) para las celdas centrales, y las ecuaciones (3.72) y (3.75) para las fronteras
izquierda y derecha respectivamente.

3.3.2 Aproximacién temporal

Se propone aproximar la variacion temporal con un enfoque generalizado para el modelo
espacial desarrollado en la seccion anterior, utilizando un parametro de ponderacion 6, de la
siguiente manera:

n+l . n
(bPAtPéx +6 [ap¢’,2+1 —aw it — amb%ﬂ} (1= 0) [apdls — awdl — apd] = 0

donde 6 € [0,1] , cuando € = 0 se utilizan tnicamente los valores de ¢ en el tiempo ¢. Por
otro lado, si @ = 1 se considera los valores del tiempo ¢ + At y cuando § = 1/2, se ponderan
los dos valores anteriores y se obtiene un modelo de aproximacién tipo Crank-Nicolson.

Entonces, al desarrollar la ecuacién anterior se tiene lo siguiente:
$+15:c + OAL {apgzﬁ?]g“ — aw(lﬁwl — aE¢%+1} = ¢§g§x — (1 — 9) At [apqﬁ?g — anZﬁTVLV — G,E(b%]

61



3. VOLUMEN FINITO

Al despejar los términos del tiempo n + 1, se puede expresar que:

—0Ataw O + (5, + 0Atap) o — OAtagd
= (1 - 0) Ataw oy, + (0, — (1 = 0) Atap) ¢p + (1 — 0) Atapdy

Finalmente, la ecuaciéon para las celdas centrales es la que sigue:

QB+ BopT + T = i gy + B+ N (3.76)

donde los coeficientes se describen como:

a = —0Atay (3.77)

B =0, + 0Atap (3.78)

v = —0Atag (3.79)

a; = (1 —0) Atay (3.80)
B =0, — (1 —0)Atap (3.81)
M = (1-0)Atag (3.82)

Modelo de la condicion Dirichlet

Considerando la relacién (3.72) para la frontera izquierda y aplicando la aproximacion
temporal como se hizo para las celdas centrales, se obtiene lo siguiente:

n+l _ n
¢PAtP§a: +0(ag+ F.+Ga)op™ + (1= 0) (ap + F. + Ga) ¢}
—bacpp™ — (1= 0)apdh, = 0(Ga+ Fa) ¢ + (1 —0) (Ga+ Fa) ¢'%

Despejando las variables del tiempo n + 1, y considerando los términos en la frontera como
parte de la solucién, tal que:

516, + 0At (ag + F. + Ga) ¢ — 0Atapgt!
= Ppde — (1 =0) At (ap + F. + Ga) ¢p + (1 — 0) Atapdy
FOAL (G o+ Fa) ¢ + (1 — 0) At (Ga + Fa) 0%

Entonces, al agrupar los términos asociados a cada variable se obtiene:

[0, + OAL (ap + F, + GA)] 65 — 0Atagds™
— [0, — (1= 0) At (ag + F, + GA)] &} + (1 — 0) Atapd}
HOAL (G g+ Fa) ¢ + (1 —0) At (Ga+ Fa) %

Finalmente, la ecuacién para la celda inicial en la frontera izquierda es la siguiente:
Badp + o = Bardh + 110% + ot + me (3.83)
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donde los coeficientes que son distintos a los indicados en (3.77)-(3.82), son los que se enlistan
a continuacion:

fa =06, +0At(ap+ F.+ Ga) (3.84)
Bar =0, — (1 —0) At (ap + F. + Gy) (3.85)
a=0At(Ga+ Fa) (3.86)

a1 = (1—0)At (G4 + Fa) (3.87)

Con esto, se ha planteado la ecuacién para la frontera izquierda y solo es necesaria la ecuacion
correspondiente a la frontera derecha para obtener la soluciéon del problema. A continuacion,
se trata la condicion de frontera de flujo (3.59) en la ultima celda del dominio.

Modelo de la condicion Neumann

De manera similar a la frontera derecha, se aplica una aproximacién temporal a la relacién
(3.75) de la cual es posible obtener lo siguiente:

n+1

PA;QSP(Sx‘i_G(aW‘i_Fe_Fw) %+1+<1_9)(GW+F6_F1U)¢?3

—Oaw oyt — (1= 0) aw oy, = Oapd,ppih™ + (1 —0) apd.pedh

Despejando las variables del tiempo n + 1 y los términos de la condicion de frontera como
parte de la solucién, entonces:

PpT, + OAL (aw + F, — F,) o5t — 0Ataw o
= ¢pdy — (1 = 0) At (aw + Fe — Fy) ¢p + (1 — 0) Ataw ¢y,
+0Atadppin™ 4+ (1 — 0) Atagd.pedly
Con esto, es posible agrupar los términos asociados a cada variable tal que:
—0Ataw @yt 4 [0, + OAL (aw + F, — Fy)] op
= (1 —0) Ataw ¢y, + (0o — (1 — 0) At (aw + Fo — Fu)] ¢p
+ 0Atagd.ppdst™t + (1 — 0) Atapd,ped)h
Desarrollando la expresion anterior se tiene:
agy ! + [0, + OAL (aw + F. — Fy)| ¢
= iy + [0, — (1= 0) At (aw + F. — F,)] 6p = —0epedi +102pEdp

Finalmente, la ecuaciéon para la celda final o de salida en la frontera derecha es:

aditt + Bpdt! = audly + Bridp — YouprdE + M10spEIE (3.88)

donde los coeficientes que varfan a los de la ecuacién (3.76) son los siguientes:
Bp =06, + (1 —0)At(aw + F. — F,) (3.89)
Bp1 = 6, — OAL (aw + F, — F,,) (3.90)

Hasta ahora, se cuenta con las ecuaciones necesarias para resolver el problema. En la
siguiente subseccion se construye un sistema algebraico que contiene los coeficientes de todas
las ecuaciones correspondientes a cada una de las celdas dentro del dominio.
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3.3.3 Modelo discreto acoplado

Para la construccion del modelo matricial se considerara una malla donde ¢% = Q (jAz, nAt).
Entonces para los nodos centrales se tiene la ecuacion (3.76) tal que:

n n+1 n n n n
a(bjjll + ﬁ(b] +7 ji11 = 104 + 519} + ndi,
con los coeficientes indicados en (3.77)-(3.82).

La frontera izquierda (Dirichlet), descrita por la ecuacién (3.83), para la cual se utilizan los
coeficientes (3.84)-(3.87):

Badttt + it = Lot + 11 + agitt + aygn

Por ultimo, la frontera derecha (Neumann) en la ecuacién (3.88) con los coeficientes descritos
en (3.89) y (3.90):

gt 4+ Bpditt = @t |+ Br1d] + 0T — 110.0%

De manera esquematica, el arreglo matricial del sistema de ecuaciones acopladas es de la
forma A - X®**! = B | donde A es la matriz de coeficientes lineales, X1 representa la
concentracion en el siguiente instante de tiempo, y B el vector de términos independientes
como muestra la figura 3.15.

Ba v 0 ... . .. T VI 1t Ma v 0 ... .. T, 017 ¢, 1" T q@g“ + a6y
a By 0 o o, ) 0
0 « yoo0 L os 0 o B v 0 ... o S| 9 :
0 a B v 0 ... ... ... illo=+ o0 e By 0 9
...... 0 a B v 0 0 — | 0 o B oy 0 ... .. 9% | &
......... 0 a A v 0 .. :||%n S0 By 0 %
0 a B v 0|92 Lo o0 e By 0%
o 0 a B || o e e e 0 a By |9 0
L0 ... ... .. . .0 a Bpllos] LO o co o 0 Bellas ] Ladugptt = owgy

Figura 3.15: Representacion del sistema matricial para la solucién del problema ADT.

La forma matricial mostrada en la figura anterior, implica que las ecuaciones de cada celda
también contienen valores de las celdas vecinas que son incognitas. El esquema explicito
involucra una evaluacion directa de una sola ecuaciéon algebraica para encontrar cada nueva
solucion, mientras que el método totalmente implicito requiere la solucién del sistema en
cada nivel de tiempo como se muestra en la figura 3.15.

Ademas, al igual que en el problema estacionario, esta formulacién serd similar para otros
esquemas, realizando la aproximacion en las fronteras del VC correspondiente en la ecuacion
(3.63). Esto permite obtener un sistema con la misma forma matricial para los esquemas
upwind y exponencial, modificando tinicamente el valor de los coeficientes aw, ap v ag
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en las ecuaciones (3.76) para las celdas centrales, (3.83) para la frontera izquierda y (3.88)
para la frontera derecha. Por lo tanto, es posible evaluar el funcionamiento del sistema
presentado en la figura 3.15. En la siguiente subsecciéon se presenta un escenario de prueba
para el modelo discreto utilizando el esquema central y el esquema upwind.

3.3.4 Modelo de prueba de adveccion difusion

El problema consiste en calcular el tiempo que tarda un contaminante en recorrer una
distancia de 15 m. El contaminante se encuentra inicialmente concentrado en forma de
un escaléon con una concentracién de 10 ppm en un tramo de rio de 3 m de longitud como
se muestra en la figura 3.16. Este problema es de ADT en un dominio unidimensional
como el descrito por la ecuacién (3.56) y se busca determinar el tiempo requerido para que
el contaminante alcance los 15 m de distancia, asi como el valor de la concentracion del
contaminante en ese punto.

En la frontera izquierda, el valor de la concentracion se establece en ¢px =0, V¢ > 0. En
la frontera derecha, cuando x = L, se impone una condiciéon de flujo en la que d¢/dx = 0.
Ademas, la velocidad del flujo es de 1.3 m/s, y el coeficiente de difusién se establece como
I' = 0.1. Se utiliza un paso de tiempo At = 0.1 s y se considera un dominio de solucién
conformado por 150 celdas, lo que resulta en un espaciado entre celdas éz = 0.1 m.

L=15m

¢(x,t)

U=13m/s

v

— X

3m

Figura 3.16: Condicién inicial para el problema de ADT.

Al sustituir los valores del problema en los pardmetros de adveccion (3.64) y difusién (3.65),
es posible calcular los coeficientes asociados a cada una de las celdas. Se considera la
distribucién de la concentraciéon en el instante inicial, tal como se muestra en la figura
3.16.

A continuacion se construye el sistema matricial ilustrado en la figura 3.15, con el cual
es posible obtener la solucion mostrada en la figura 3.17, en la que se observa que el
contaminante recorre la distancia en 8 segundos y alcanza una concentracién aproximada en
este punto de ¢ (x = L;t = 8) ~ 1.66 ppm.
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Esquema central: = 0.1,U=1.3

10 — t=0
— t=Zs

[ppm]

d(x, t)

Distancia [m]

Figura 3.17: Resultados al problema ADT con el MVF esquema central y P, = 1.3.

Los resultados obtenidos en la figura 3.17 demuestran ser aceptables cuando se utiliza el
esquema central para este problema en donde P, = 1.3. Esto indica que el transporte debido
a la adveccion no es significativamente mayor que el transporte difusivo. Asi mismo, se puede
probar el esquema upwind al sustituir los coeficientes ay, ap y ag por los indicados en la
ecuacién (3.44). Con esta modificacién se obtienen los siguientes resultados.

Esquemaupwind: ' =0.1,U=1.3

10 — t=0
— t=2s
g t=4s
.:—EJ.- — t=6s
2 6 — t=8s
=
S
=
2
0
0 3 6 9 12

Distancia [m]

Figura 3.18: Resultados al problema ADT con el MVF esquema upwind y P, = 1.3.

Se observa que el esquema upwind proporciona una soluciéon similar al esquema central
con una concentraciéon al llegar al extremo final de ¢ (z = L;t =8) ~ 2.03 ppm. Sin
embargo, en la figura 3.18 se aprecia que el transporte difusivo provoca que la distribucion
del contaminante sea una campana mas abierta que la mostrada en la figura 3.17 lo que
indica que el esquema upwind introduce difusién numérica.

En la siguiente seccién se realizarda una prueba en donde el transporte difusivo es
practicamente nulo; considerando asi un problema de adveccién pura, lo que implica un
P, radicalmente mayor como se realizé para el problema estacionario en la seccién 3.1.
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3.3.5 Modelo de prueba de adveccién pura

Para este caso se considerard la misma condicién inicial ilustrada en la figura 3.16, junto
con los valores de frontera ¢ (x =0) =0, V¢ > 0 en la frontera izquierda, y d¢/dz = 0
en la frontera derecha cunado # = L. La velocidad del flujo se mantiene en 1.3 m/s, y
el coeficiente de difusién se reduce a I' = 12107 | ademds se utiliza un paso de tiempo
At = 0.1 s y un espaciado entre celdas de 0.1 m.

En este caso, cuando el coeficiente de difusién tiende a cero (I' — 0), el nimero de Péclet
tiende a infinito (P, — o0o). Para estas condiciones, se tiene que P, = 1.3z10'. Al utilizar
el esquema central se obtiene el resultado mostrado en la figura 3.19. Sin embargo, como se
mostré en la seccion 3.1 para el caso estacionario, este esquema produce oscilaciones espurias,
conocidas también como ‘wiggles’, y claramente proporciona un resultado poco realista en
relacion con el fendmeno que describe. En este caso, la concentracion maxima corresponde a
la del escalon de la condicién inicial, pero se obtienen valores mas altos conforme transcurre
el tiempo. Ademas, fisicamente no es posible tener valores negativos para la concentracion.

Esquema central: ' = 1e-15,U=1.3

12.5 1
10.0

[ppm]
~J

d(x, t)

Distancia [m]

Figura 3.19: Resultados al problema de adveccion con el MVF esquema central y
P, = 1.3210",

Una solucién para mitigar las oscilaciones producidas por el esquema de diferencia central
es utilizar un enfoque tipo upwind, similar al presentado en la subseccién 3.2.2. En este
esquema, los valores de ¢, y ¢, se aproximan considerando la direcciéon del flujo, como se
indica en las ecuaciones (3.39) y (3.40), respectivamente. Al aplicar esta discretizacion al
problema actual, donde la adveccién es mucho mayor que la difusion, se obtiene el siguiente
resultado.
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Esquema upwind: I = le-15, U=1.3

— t=0

— t=is

[ppm]

d(x, t)

Distancia [m]

Figura 3.20: Resultados al problema de adveccién con el MVF esquema upwind y
P, = 1.3210",

El esquema upwind demuestra ser una solucion estable para el caso en el que P, — co. En
este escenario, el contaminante recorre la distancia de 15 m en 8 segundos y, después de ese
tiempo, la concentracion en este punto es de ¢ (r = L;t = 8) ~ 1.14 ppm. No obstante, el
término de difusién numérica introducida por este esquema es significativo ya que deberia
preservar la forma de escalén debido al movimiento advectivo, sin embargo se observa que el
contaminante se ha dispersado. Una solucién a esto es utilizar esquemas de orden superior
como las propuestas del esquema QUICK, el cual considera la informacién de dos celdas
vecinas a cada lado o esquemas limitadores de flujo como el MUSCL o el HLL (LeVeque,
2002)

A partir de lo anterior, concluyen los ejemplos de aplicacion del MVF para procesos de
adveccion-difusion y se han mostrado el desempeno de los principales esquemas de este
método. En el siguiente apartado se revisan algunas de las propiedades que los métodos
numéricos deben cumplir para garantizar una solucién consistente con el fenémeno que se
describe.

3.4. Convergencia, consistencia y estabilidad

En el contexto de los métodos numéricos, es importante que se cumplan con ciertas
restricciones para garantizar el correcto desempeno del modelo discreto. Estas propiedades
incluyen la consistencia, estabilidad y convergencia, las cuales acotan los valores permitidos
para la solucién de cada intervalo discreto en la malla.

Se dice que un sistema de ecuaciones discretas es consistente cuando la solucién aproximada
tiende a la solucién exacta de la ecuacion diferencial para cada valor de la variable

independiente, conforme el intervalo de discretizacién tiende a cero (Lapidus, 1999).

La estabilidad se refiere al comportamiento de las ecuaciones discretas al ser resueltas por
un método iterativo. Como se menciono en la subseccion 3.2.1, una condicién suficiente para
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que un sistema de ecuaciones lineales sea estable y convergente es que cumpla el criterio de
Scarborough. En el caso de problemas transitorios, un esquema numeérico estable mantiene
el error en la solucién acotado a medida que avanza el tiempo (Darwish & Moukalled, 2021).

Existe una condicion adicional que debe cumplirse para garantizar la estabilidad del modelo
discreto, conocida como la condicion CFL (Courant-Friedrichs-Lewy). Esta condicién
establece que el método debe garantizar que la propagaciéon de informacién se realice a
una velocidad adecuada (Casulli, 1990), y se puede expresar mediante el nimero de Courant
C, de la siguiente manera:

At
C.=U— 3.91
Ay (3.91)
donde U representa la velocidad caracteristica del problema, At es el paso de tiempo y Az

es el tamano de la celda en la malla.

El Teorema de Equivalencia de Lax establece que cualquier esquema discreto lineal de valor
inicial y valores en la frontera, bien planteado, serd convergente si cumple las condiciones
de estabilidad y consistencia (Morton & Mayers, 2005). De modo que para garantizar la
convergencia del modelo discreto, se deben cumplir dos condiciones:

o El modelo debe ser consistente con la ecuacién diferencial, lo que significa que se
aproxima correctamente a la EDP a nivel local.

« El modelo debe ser estable, lo que indica que los pequenos errores de calculo en cada
paso de tiempo se amortigiien o no crezcan demasiado rapido.

Con lo anterior se puede expresar la siguiente relacion (Aguilar C., 2002):

Convergencia = Consistencia + Estabilidad

La convergencia de un modelo numérico implica la capacidad para amortiguar los errores
numéricos, asi como para proporcionar resultados consistentes con el fenémeno que busca
describir (Burden & Faires, 1985).

En este capitulo se han abordado las formas elementales del MVF, asi como las principales
propiedades y criterios fundamentales para evaluar el desempefio de los métodos numéricos
en la solucion de EDP. La consistencia, estabilidad y convergencia son conceptos relevantes
que permiten evaluar la calidad de los resultados obtenidos con el modelo. Ademas, se
destaca la importancia de la condiciéon CFL, que asegura la propagacién de informacion a
velocidades adecuadas.

En el siguiente capitulo se presenta la aplicaciéon del MVF a las ESV en una dimension para
el problema transitorio; utilizando una técnica de discretizaciéon conocida como ‘staggered
grid’ o malla escalonada, lo cual genera un sistema de ecuaciones discretas que se acopla en
forma matricial como se realizé en este capitulo.
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MVF APLICADO A LAS ESV

El proposito de este capitulo es presentar un modelo numérico que permita la simulacién
del flujo transitorio en canales con secciéon transversal variable a lo largo de la conduccién
y analizar la consistencia del esquema obtenido, el cual considera un enfoque semi-implicito
en el tiempo y una malla escalonada para la discretizacion espacial.

Los métodos semi-implicitos pueden ser incondicionalmente estables y computacionalmente
eficientes. Sin embargo, en algunas ocasiones estos modelos no cumplen con la conservacion,
produciendo resultados incorrectos o alejados de la realidad (Patankar, 1980). En el modelo
de Aldrighetti y Zanolli (2005), asi como el presentado por Stelling y Duinmeijer (2003), se
combina la eficiencia de las mallas escalonadas con la conservacién tanto del volumen como
de la cantidad de movimiento del fluido y pueden aplicarse cuando el flujo es rapidamente
variado.

Sea el sistema de las ESV en su versién diferencial conservativa (Abbot, 1979; Cunge, 1980):

. 8A 8@
M(A,Q;z,t) = %iz—l—a (%f) —i—gAW—l—gASf (A, Q;x,t) =0 (4.2)

donde z es la coordenada en el sentido horizontal y ¢ el tiempo como variables independientes,
A(z,t) y Q(z,t) representan el drea y gasto respectivamente, que son las variables
dependientes donde (z,t) € Q = [0, L] x [0,7] delimitan el espacio de solucién; L es la
longitud del canal, T es el tiempo final de solucién y ¢ es la aceleracion de la gravedad.

Ademas h (A;z,t) =y (A;x,t) + z,(z) representa la elevacién de la superficie libre del agua
en relacién con un nivel de referencia, y (A;x,t) es el nivel de la superficie libre medida
desde la plantilla del fondo del canal, z, () es la elevacién de la plantilla desde un nivel de
referencia y Sy (4, Q; x,t) la pendiente de friccién, tal que:

1/3
Sr(A,Qx,t) =« ( K, )> Q1Q (4.3)

R(A;x,t gA2R (A; x,t)
donde R (A;x,t) = A(x,t)/P(z,t) es el radio hidraulico, P (y;,t) es el perimetro mojado,

K la rugosidad absoluta del fondo y a = 17/100 es un parametro adimensional. Para el
modelo de friccién es posible utilizar las versiones no adimensionales de Chezy o Manning.
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- Ecuacién de Chezy

Sp(A,Qsz.t) = = AJg‘(i; ) (4.4)

donde C| es el coeficiente de Chezy.

- Ecuacién de Manning

2
Sy (A Qia,t) = A21§(fﬁ)4 3 (4.5)

El sistema de ecuaciones (4.1) y (4.2) constituye un problema bien planteado de valor
inicial y valores en la frontera, que estd sujeto a las condiciones iniciales A (z,0) = Ap(x) y
Q (2,0) = Qo(z), mientras que las condiciones de frontera se definen para flujo suberitico y
supercritico de la siguiente manera:

Flujo Subcritico

A(L,t)=f(t) ¥V t>0 (4.6)

Q0,t)=g(t) V t>0 (4.7)
Flujo Supercritico

A0,t) = f(t) V t>0 (4.8)

Q0,t)=g(t) V t>0 (4.9)

Al imponer las condiciones de contorno, el problema se considera cerrado de manera que el
sistema algebraico resultante serd congruente con el sistema fisico. Ademés, como presenta
Cruz (2015), es posible incorporar un modelo de compuertas para describir el flujo cuando
existen estructuras de regulacion, asi como considerar términos de gasto lateral como en la
propuesta de Covarrubias (2016), en donde se incluye un término para evaluar este gasto en
las ecuaciones de masa y cantidad de movimiento.

4.1. ESV con el tirante como variable dependiente

El sistema de las ESV (4.1) y (4.2), en el caso del area hidraulica definida como la variable
dependiente A(z,t), para la aplicacién del modelo de volumen finito se realizard un cambio
de variable dependiente considerando el nivel del agua como la nueva variable tal que:

Aly; z,1) (4.10)
Entonces el sistema se describe por el siguiente par de ecuaciones:

OA(ysz,t) | 0Q _

0 (4.11)

72



4. MVF APLICADO A LAS ESV

oQ 0 y
M ; — 4+ — (U A t

- @it) = G2 4 1L W) + gl ) 5

donde z es la coordenada horizontal y t el tiempo, como variables independientes, y(z,t) y

Q(x,t) representan el tirante y el gasto respectivamente como variables dependientes; ademas

(z,t) € Q =10,L] x [0,T] delimitan el espacio de solucion, A(y;x.t) es el drea hidraulica,

Uy, Q;x,t) es la velocidad media en la seccién transversal y S, la pendiente longitudinal
del canal.

+ 157 (v, Qs 2, 1) — Sb]> -0 (412

4.1.1 Discretizacion de la ecuacion de conservacion de masa

La ecuacién (4.11) expresa la ley fisica de conservacién de la masa y se discretizard aplicando
el MVF en el espacio, mientras que para el tiempo se utilizard una aproximacion semi-
implicita en términos de un parametro de ponderacién 6. Al integrar la ecuacién de
conservacion de masa en un VC arbitrario del canal se tiene lo siguiente:

/L (y,Q;z,t)dx =0 (4.13)

El espacio de soluciéon longitudinal se conforma por una malla en la que los puntos de
evaluacién estan definidos como z; = jAz, donde j es el indice de ubicacién espacial y se
establece como j = {0,--- ,J}, con un intervalo de discretizacién espacial tal que Az = L/J
o también:

Az =mj1172 — Tj1/2 (4.14)
Ademads, J es un nimero entero que indica la cantidad de intervalos computacionales. En
funcién del problema que se resuelva es posible construir una malla no regular. En ese

caso, se tendria un vector tal que Az; = {d,,, -+ ,dz,}, con lo que la ecuacién (4.13) puede
escribirse como: 94 90

— +—]dx=0 4.15

5/ ( ar 8$) v (4.15)

Separando las integrales de la ecuacién (4.15) se obtiene:

d+/

En la primera integral de la ecuacion anterlor, se puede extraer la derivada temporal del
integrando, mientras que en el segundo término se aplica el teorema de Gauss a la variacién

espacial como en la seccion 2.3. Entonces se tiene que:
Tjt+1/2
a / Adzx + Qj+1/2 - Qj_l/Q =0 (416)

Tj—1/2

donde Q; = @ (x;). Ademas, el volumen de fluido en el intervalo dx; se puede evaluar de la

forma siguiente:
Tjt1/2

Vi(y;) = / Adzx (4.17)

Tj-1/2
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donde el volumen de fluido Vj (y;) es por lo general una funciéon no lineal debido a que
depende del drea. Al sustituir la ecuacién (4.17) en (4.16) se obtiene la formulaciéon semi-
discreta espacial de la ecuacion de conservaciéon de masa tal que:

8
IS Vi (yj) + Qjs1/2 — Qj—1/2 =0 (4.18)
Para evaluar la variacién temporal en la ecuacion (4.18), se utilizard una aproximacion en
diferencias con un modelo viento arriba, tal que:

0 Vilyy ™) = Vi(yP)
atv( vj) = At

(4.19)

donde At =T /N, siendo N el ntiimero de intervalos computacionales y T' es el tiempo total
de simulacion. Ademas, la discretizaciéon temporal del gasto se define como Q" = A"U",
por lo que, al considerar un parametro 6 para la ponderacion de los gastos en el tiempo n y
n + 1, se tiene lo siguiente:

Qn+9 — QQn+l + (1 . (9) Qn (420)
Al sustituir las ecuaciones (4.19) y (4.20) en la relacién (4.18) y considerando que y7, Q7 =
y, Q(jAx,nAt) , se tiene que:

Vilyi ) = Vilyr)
At

n+6 n+0
+jS1/2 Qj+1/2
De forma alternativa se puede expresar:
Vi () = Vi () — M@ — @) (4.21)

Segtin Aldrighetti (2007) se debe tener particular atencién en el volumen de conservacion
debido a la importancia en su preservacion cuando el canal posee una seccién no rectangular.
En este caso los métodos numéricos tradicionales (al igual que los métodos de tipo Godunov)
aplican una técnica de linealizacién para la funcién no lineal de V' en la ecuacién (4.21) por
lo tanto, es posible aplicar una expansion en serie de Taylor, tal que:

Vi (y7™) = Vi (u] + ou})

Al desarrollar:

(593)" 2v;
o 2! dy?

o,
Oy

Vi (v +0u) = Vi (u) + oy L HOT. (4.22)

n
Yj

Dado que la expansion en serie (4.22) es convergente para pequenias variaciones de la
superficie y; en el intervalo discreto dyj, se propone utilizar los dos primeros términos de

esta. Considerando que 0y7 = y;‘“ yj, se tiene lo siguiente:
Vi (yj + 5.%‘) ~Vj (yj) + dy; 87; (4.23)
Y3
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Y
En este caso, el término e

o representa el drea de la superficie libre entre z;_1/5 y 2;41/2.

J
Entonces, al sustituir la ecuacién (4.23) en (4.21) se obtiene:

Vi () + oy} o

=V (ZJ?) - At(Q?ﬁ/z - Q;'lee/z)

dy .
Desarrollando la ecuacién anterior y sustituyendo la aproximacion de 0y}, tal que:
ov; n+1 n n+60 n+6
87; (?/j+ - yj) + At(@jj—_l/Q - ij_l/Q) (4.24)
vy

Para evaluar el area de la superficie libre en el VC, se consideran los elementos del volumen
V; tal como en la figura 4.1, donde se muestra el esquema de una transiciéon con cambio en
la forma de la seccién, de trapezoidal a rectangular.

Xj4+1/2

Figura 4.1: Volumen de control para evaluar los cambios de seccién en el intervalo Ax.

Entonces, para el cambio de volumen con respecto al tirante se tiene la siguiente relacion:

oV, AL+ AT
I AV AP = Agy 22 o1 (4.25)
dy yr Yivr2 T Yj1y2
En el caso de una seccién rectangular la ecuacién (4.25) se puede evaluar como:
)%
—1| =~ BAz; (4.26)
oy yr

Ademas, por el tipo de malla elegida, es necesario definir explicitamente los valores de y
en los nodos intermedios j 4+ 1/2. Para esto se utiliza el esquema upwind presentado en la
subseccion 3.2.2, el cual considera la direccion del flujo por medio del gasto (41,2, por lo
que es posible obtener la siguiente relacion:

n y? 5l Q?+1/2 2 0
Yiv1/2 =

| (4.27)
Yia st Q<0
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4.1.2 Discretizacion de la ecuacion de cantidad de movimiento

De manera similar a la seccion 4.1.1, se propone realizar una integracién espacial de la
ecuacion de cantidad de movimiento (4.12) tal que:

/J\/[ (y,Q;z,t)dx =0 (4.28)
ox
Y para cada término de la ecuacion (4.12), se puede expresar como:

8de+/a Ude—I—/gA dx—l—/gASf—Sb]dx—O (4.29)

Como en la ecuacién (4.15), es posible extraer el gradiente temporal en el primer término del
lado izquierdo y aplicar el teorema de Gauss en el segundo y tercer término en la ecuacién
(4.29) de donde se obtiene lo siguiente:

oQ

5 0t (UQ); 41 — (UQ),| + 94512 Y01 — 5] + /gA Sp—Sdz =0 (4.30)
Para el caso de la primera integral del lado izquierdo se considera una aproximacién temporal
como en la ecuacion (4.19) entonces se tiene que:

]+1/2 Q?H/Q
a / dz N (4.31)

Sustituyendo la ecuacién (4.31) en (4.30) y considerando una aproximacién en diferencias
viento arriba en el término temporal se obtiene:

n+1 n
J+1/2 Qj+1/2 (UQ)jﬂ - (UQ)j gAjH/2 [?Jj+1 — yj] - B
At " Az * A + 5/ gA[S; — Spldx =0 (4.32)

En la ecuacién (4.32) se considera una aproximacion 6 como en (4.20) para el tercer término
que representa la variacién de la presion hidrostatica dentro del VC. Por otro lado, el término
advectivo se evaluara en el tiempo n. Ademas, para los términos adicionales de friccién y
pendiente del canal se aplicarda una formulacién semi-discreta, de manera que se tiene el
siguiente modelo para la ecuacién de cantidad de movimiento:

Q?I%/Q - Q;L-H/Q + (UQ);‘L-H (UQ)
At Az

)
L4 9Ajt1)2 (]HAx 5b>

gn |QJ+1/2| J+1/2 -
n a/3 \"
AJ+1/2 (Rj+1/2)

(4.33)
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Formulacion del término advectivo

En el caso del valor UQ que se integra sobre el elemento j, se calcula usando el esquema
upwind en funcién del promedio del gasto en las fronteras del VC, de manera similar a la
ecuacién (4.27) tal que:

. QT 1R
n j+1/2 j—1/2
Q12 + Q1 Uiye st 2 >0

2 n si Q;+1/2+Q?—1/2
j+1/2 2

(UQ)j41/2 = (4.34)

<0

Con esto, se tiene una descripcion discreta para el sistema (4.11) y (4.12). Sin embargo,
como en la subseccion 3.3.3, es necesario aplicar las condiciones de frontera para las celdas
adyacentes a los limites del dominio de solucién. En la siguiente seccién se presenta el
modelo acoplado en un sistema de ecuaciones en forma matricial que incluye los valores en
las fronteras del dominio.

4.2. Modelo discreto acoplado

Sean las ecuaciones discretas (4.24) y (4.33) de masa y cantidad de movimiento tal que:

aV; n+1 n n+6 n+6
87?;] o (557" = ) + AHQ ) — @51))
n+1 n n n
j+1/2 ~ wj+1/2 (UQ) 1 (UQ) Yivr1 —Yj
J A J + ]+Ax J ‘|’gAj+1/2 J . J Sb

2 +1
gn ’Q?ﬂ/ﬂ ?+1/2

At (R)

Al desarrollar los términos de la aproximacion temporal en la ecuacién de conservacién de
masa (4.24) se obtiene lo siguiente:

oV . " n n n n
T2 (= ) A [0Q s+ (L= 0@ — 00 — (L= 0)Q) ] =0
vy

Al despejar los términos asociados al tiempo n + 1 se tiene que:

ayj it + AQ, — AQTY ), = 73; y; — A1 =0)QF 11/ — QF 1y
Y7 y7

Agrupando los coeficientes asociados a las variables en el tiempo n 4+ 1 como:

alQ?jllm - blyg +a J+1/2 =€ (4.35)
Con los coeficientes que se enlistan a continuacion:

7



4. MVF APLICADO A LAS ESV

oV
by = —2L 4.
L= ] (4.37)
Yj
c; = AL (4.38)
€15 = 87; Y; — At(1—0) 172 — Wi—1/2 (4.39)
y”l

De manera similar, para la conservacién de cantidad de movimiento, a partir de la ecuacion
(4.33) se tiene que:

1t [Qﬁrll/Z - ;L+1/2} + Alx [(UQ)?+1 — (UQ);‘] +

n 1 n+0 n+9 gn2|Q;L+1/2|Q?i_11/2 _
gAj+1/2 Ax NoYi+ T Y =5 A" 4/3 \* 0
j+1/2 (Rj+1/2)

Considerando la aproximacion @ para evaluar el tirante como en la ecuacién (4.20) tal que:
Yyt =0yt (1 - 0)y" (4.40)
Sustituyendo la ecuacién (4.40) en (4.33) se obtiene lo siguiente:
Qi = Qo] + A [UQ),, — (UQ)]] + AgAL s [0y + (1= 0) 37,4

n+1

Q .
—AgAT 12 [eynﬂ (1-0)y } AtgAY ., 1S + At n*|QFy 12| Q12 _0

A]+1/2 (R?i3l/2)n

donde A = At/Ax, indica la relacién de velocidad de propagacién. Por lo tanto, al despejar
los términos del tiempo n + 1 en la ecuacién anterior resulta:

n n n n |Q +1 2| +1 2
ij-_ll/2 + AgAjL )0 (yjill - Y +1) + At n o 4/3j {1
AJ+1/2 (Rj+1/2)

= Q1 — MNUQ)T, — (UQ)T] = AgAT o1 = 0) (yis — ) + AtgAT,, 1,5,

Al agrupar el término de friccion asociado al gasto en el tiempo n+1 y desarrollar la ecuacion
anterior, se puede expresar como:

2 n
gn|@Q '+1/2| n+l n n n
1 + AtAn ]4/3 n Q]—i—i-_l/Q + /\QAJ+1/29 (y]ill - y] +1)
T (R ) (4.41)
= Q;‘l+1/2 —A [(UQ)?H - (UQ)]-} AgAg+1/2( —0) (y;'l+1 - y?) + A75914;‘L+1/2Sb
Finalmente, para cada incoégnita del tiempo n + 1 se tiene lo siguiente:
21 n
an |Q‘+1 2| n n n
1+ AtAn ;%4/5{ Qs = AgAT 1 0y — yi T+ Mg AT, 0y
J+1/2 ( j+1/2> (442)

= Q1 — M(UQ)), = (UQ)]] = AgAT, o (1= O}y — ] + AtgAT,, 1,
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Agrupando los coeficientes evaluados en el tiempo n, entonces:

be;LH + CQQ?LIQ + d2y§li11 = €2 (4.43)
donde los coeficientes son:
by = —AgAT ;50 (4.44)
n2|lQm
0= |1+ At |Qﬁ}g2| " (4.45)
Aj+1/2 (RjH/Q)
dy = AgAT 100 = —bs (4.46)

e2; = Q1o — A (UQ)],, — (UQ)I] = AgAT 1o (1 = Oy — y)] + AtgAT,, S, (447)

El sistema de ecuaciones (4.35) y (4.43) se aplica para las cedas centrales en el dominio de
soluciéon, sin embargo, para obtener un problema bien planteado es necesario imponer las
condiciones de frontera para las celdas adyacentes a los limites del dominio espacial. Previo
a esto, se presenta una descripcion sobre el espacio discreto de soluciéon y las caracteristicas
de la malla que se utilizara.

4.2.1 Esquema de discretizacion

Para la discretizacion espacial, se propone una estrategia conocida como ‘staggered grid’ o
tipo tresbolillo o también, malla escalonada como muestra la figura 4.2. La implementacion

de esta malla permite calcular los flujos numéricos de manera mas simple y aniade estabilidad
al modelo (Stelling & Duinmeijer, 2003).

O cCentro de celda O Celda de frontera

O Nodo intermedio O condicién inicial

At
e R e e O I

Jj=0 : J @ k—s| J
j—1/2 j+1/2 Ax/2
Ax

Figura 4.2: Esquema del espacio soluciéon €2 para volumen finito.
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Entonces, la coordenada espacial de las celdas en la malla propuesta es la de x; para denotar
el centro de celda, y 7;41/2 para nodos intermedios o intercaras de las celdas, donde el valor
discreto del tirante se asocia a los nodos enteros y se asume constante en todo el intervalo
[Tj_1/2,Zj41/2) O también Ax; = ;110 — x;_1/2 . Ademads, el valor de la velocidad U1z ,
se define en los nodos intermedios tal que Qj41/2 = Aj11/2Uj41/2.

En el plano temporal, se propone un esquema semi-implicito ya que solo algunos términos
de las ESV se discretizan de manera implicita y para el calculo del incremento temporal se
utiliza la condicion CFL, necesaria para la estabilidad del modelo (Courant et al., 1967).
Esta condicion establece que el paso de tiempo debe ser tal que permita la propagacion de
la informacion a velocidades correctas, de manera que:

A< BT (4.48)

-~ U+.,/gA/B

Para métodos numéricos explicitos, esta condiciéon es suficiente, pero no necesaria, por lo
que generalmente requieren un paso de tiempo mas pequenio. Por otro lado, los esquemas
completamente implicitos conducen a métodos que son incondicionalmente estables, pero
con un mayor costo computacional (Aldrighetti, 2007).

4.2.2 Condiciones de frontera

Condicion de frontera izquierda

Para un flujo subcritico se tiene la condicién de frontera del lado izquierdo definida por la
ecuacién (4.7), tal que Q (0,t) = ¢g(¢t), V¢t > 0, por lo que al aplicar esta condicién en el
sistema compuesto por las ecuaciones (4.35) y (4.43) se obtiene lo siguiente:
711/+21 + oy Cng/Bl =e11
boyy ™ + 02Q§/+21 +doyy ™ = e

Debido a que el valor de Q?/El es siempre conocido, entonces las ecuaciones para la primera

celda en el domino son las siguientes:
byt 4 d1Q3/2 =e — a;g"! (4.49)
bgy”+1 +c Q3/2 + dgy;‘“ =691 (4.50)
Ademas, el coeficiente e; ; es tal que:

oV;
€1,1 = 87; yr — At(1 - 9)@?/2 -9g" (4.51)
yr

Condicidon de frontera derecha

Para este modelo se proponen tres opciones para evaluar la descarga de un canal, las cuales
se indican a continuacion:
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a) Tirante constante.- Esta condicion representa la descarga de un rio en un gran embalse,
lago o el mar y se expresa de la siguiente manera:

gt =n () V>0 (4.52)

b) Nivel variable.- Cambio del nivel en funcién del transito de una avenida, en este caso se

puede considerar que se tiene una frontera de flujo para el nivel g—g = 0, y en forma

r=JAx
practica se propone la siguiente relacion:

gl = Yis T 2U5 o+ yj1.

J 4 Y

c) Ley de descarga. — Para este escenario, se propone una funcién para evaluar el nivel con
el gasto que se descarga tal que:

Vo t>0 (4.53)

gt = f (@) =0, ¥ >0 (4.54)

Las ecuaciones (4.52), (4.53) y (4.54) se pueden aplicar en funcién del problema que se tenga.
En este trabajo se utilizara la condicién de tirante constante aguas abajo. De modo que para
la ultima celda central cuando j + 1 = J se tiene la siguiente relacion:

hiyyr + Q5 3/2 +aQy 12 = €1,J-1

b2yn+1 + d2?/n+1 + C2QJ 12 = =€2J-1

Puesto que ¢ es conocido en todo tiempo, se puede despejar de la ecuacién de cantidad

de movimiento, de manera que el sistema para la tltima celda es el siguiente:
blyJ 1 +G1Q 3/2 +01QJ~ 12 = €1,J-1 (4.55)

bayi 1 + Q5 12 = €2J-1— dagfi™! (4.56)

Ademas, el coeficiente e ;_; es tal que:

e271= Q1 —A {(UQX} - (UQ)Z—J

. . N . (4.57)

—AgAT 15 (1=10) (yJ - nyl) + Atg AT 155
Finalmente, para resolver el sistema de ecuaciones conformado por (4.35) y (4.43) para las
celdas centrales, (4.49) y (4.50) para la frontera izquierda, aguas arriba del flujo, mientras
que para la frontera derecha se utiliza (4.55) y (4.56).

Entonces, se propone acoplar estas ecuaciones en un sistema matricial de la forma A -X"+! =
b, donde A es la matriz de coeficientes, la cual es tridiagonal lineal, X" son las incégnitas
de nivel y gasto en el tiempo t = n+ 1. Por tltimo, b es el vector que contiene la solucién en
el tiempo t = n y que, ademas, incluye las condiciones de frontera. La figura 4.3, muestra de
manera esquematica el arreglo matricial propuesto para acoplar del modelo discreto y con
esto obtener la solucion al sistema mediante cualquier método algebraico.
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b 0 e e 0T re1) — a1g™
by ¢ do O ... ... ... ||Qs2 €2,1
0 a b ¢ 0 ... ... Y2 €1,2
0 by ¢ dy 0 ... ||@s02 €22
0 a b ¢ 0 Y3 - €13
0 by ¢ dy O Q72 €23
S . ... 0 ar by || Y4 €14
L0 oo s s 0 by el LQg ) Leg.y — doyyy ]

Figura 4.3: Sistema matricial del modelo discreto de las ESV.

4.3. Analisis de consistencia numérica

La aproximacion del modelo discreto presentado en la secciéon anterior es de primer orden, lo
que se puede verificar mediante un andlisis de consistencia numérica, para esto, se debe
cumplir que las ecuaciones discretas reproduzcan el modelo continuo a medida que los
intervalos en la malla tienden a cero. A partir del modelo semi-implicito de las ecuaciones
(4.21) y (4.33).

Vi () = Vi () — AH@Q — @5))

?111/2 - Q?+1/2 (UQ>?+1 - (UQ)? Yj+1 — Yj 9”2|Q?+1/2|Q?I11/2 o
A (B 2)

Para el andlisis de consistencia de las ecuaciones discretas, se consideran las siguientes
expansiones en serie de Taylor para los términos individuales de las ecuaciones anteriores.

yp =y (@), ta+ A =y (4.58)
V=V (x;, t,+At) =V (4.59)
Vit =V(ayty + At) =V + At%‘; + A;a;;/ +0(AD? (4.60)
= Q (x; + Ax/2 1, + At)
-0 Azxgg * Ataacf + Af (Ziff A; %25 AZN g;gt + 0 (Az/2, At)® o0
e =Q(xy — A2, t, + At)
~Q- 4700 000 ARG BT ANPD o sy
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n Az aQ Az? 82Q Ar\®
n Az dQ Az?29%Q Az’
j—1/2 — Q(ljj - Al‘/?, tn) = - 7% + ?w +0 —7 (464)
. 3A70Q  9AZ252Q 3A7\°
Qj+3/2 = Q(ZL‘] + 3A$/27 tn) - Q + T% + 3 @ +0 T (465)
dy At 0%y
n+1l __ ) eyt vy
yp =y (g, e At) =y Ao+ = 0 (At)° (4.66)
Y =y (x4 Az, t, + At)
dy ay A2 9%y A%y  AzAt 9%y . (4.67)
=y + Az At Az, At
YA T T e T 2 T 2 8x8t+0( 7, &)
n Jdy Ax? 0%y
. Az dA Az’ d2A 5
Jrue = Alws + Ax/2, 1) = A+ oo+ ———25 + 0 (Az/2) (4.69)
_ Ax —4/3
(R1)2) 43 = [R (%‘ + R tn)]
(4.70)
OR 7 O*R
_ p—4/3 _ —-7/3 2 p—10/3 3
R AR oo g RS+ 0 (Axf2)

Al sustituir las ecuaciones (4.59) (4.60) en (4.21) y desarrollar los términos a la potencia
n + 0, entonces:

oV  At?0*V
At@ 7¥+O(At)

AL{OQr Ty + (1= 0)QT 1), — 0Q7 = (1= 0)Q 1} =0

En la expresion anterior se sustituyen las aproximaciones (4.61)-(4.64), con lo que se obtiene
lo siguiente:

ov Aoy
ot 2 0t?

9Q 0*Q 3 9Q sl | _
—l—{@ [A %%—AxAta 5 + O (Ax/2,At)” | + (1 —0) Ax%+O(A3:/2) =0

Al dividir la expresion anterior entre Ax se obtiene:
0A | AtdPA

Q

+{9B§+Aa ? (Ax/z,m>3]+<1_e) [6Q+O(A /2)]} 0

+0(At)?
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Finalmente, es posible escribir la ecuacion anterior como:

+ o s oA

0A 0Q 0Q At 9?A
ot oz 0z

(4.71)

+ {9 [Ataa;gt + 0 (Az/2, At)? ] +(1-6)0 (Ax/2)3} =0

De manera que cuando 6 = 1, se puede expresar lo siguiente:

0A 0

02Q 10%A s

Por lo que, la conservacién de masa en el modelo discreto es consistente cuando At, Ax — 0.

De manera similar para la cantidad de movimiento, al sustituir la relacién (4.58) en el primer
término de la ecuacién (4.33) tal que:

. i 00 ARPQ  AzAt 82Q ;
File = Qi = ATE + ST oo 0 (Aa/2, M) (4.73)

En el caso del gradiente de la presion hidrostatica, se utilizan las aproximaciones indicadas
en (4.66) y (4.69) con lo que se obtiene:

yﬂif — it gAY 1)
n n+1 n n+1 n
gAj+1/2 ’ Az L = ix [‘gyjj:l + (1 - 0>yj+1 - eyj+ - (1= G)yj]

Por lo tanto, al desarrollar la ecuacién anterior es posible obtener lo siguiente:

n+60 n-+6 2 02
no Yin —Yi o g |, AwdA At 0°A 5
gAjHﬂ Ax Az [A 2 Ox + 8 0Ox2 +0(Az/2)
Oy Ax?0% AxAt 9%y 3
. Ar—= Az, A
9( o T 2 a2 T2 agor O BBAY (4.74)
oy  Ax?0% 3

Para el término advectivo, considerando la regla upwind de la ecuacién (4.34), si la velocidad
del flujo es positiva (de izquierda a derecha), es posible desarrollar el segundo término de la
ecuacion (4.33) de la siguiente forma:

UQ);,, — (UQ) 1 (@ Qe Qf1yo T Q10 [
Ax T Az 2 a2 2 i=1/2
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Entonces, al sustituir las aproximaciones (4.63) a (4.65) en la ecuacién anterior se tiene que:

UQ)j, —UQ); _|(Q 9Q 5, &Q 3
< U 10U Azd*U

Ar 20z T8 9a2

10 (Ax/2)3> - (fx A e <A:c/2>3> @)

U 10U Az 0*U 3
<A$ - 5% + ?w +O(A:Ij‘/2) >]

De manera que al sustituir las expresiones (4.73), (4.74) y (4.75) en la ecuacién (4.33) resulta
lo siguiente:

_ ~(0Q AtO*Q Az 0*°Q
miy, Qi@ t) = <8t T2 e T2 daon

+ O(Az/2, At)3>

Q. 00 5, 09 N (U 10U Aeou ;
<Ax + oz * SAx 0x? +0(BAz/2) Az * 2 Oz + 8 0z2 +O(Az/2)

3
—(AQ:U+A$‘92Q+O<M> ) ( v 18U+AMQU+O(A:C/2)3>

+

2 2 Az 209z 8 92

Ar A Az? %A 3
e et Az/2)2 ) -
+g<A+28$+88x2+0( x/))

[9 <gi + A;giﬂ A;aa;gt +O(Ax, At)3> 4 (1-0) (gg + A;giz +0 (A:z:)3>
X gn?|Q + A;gig + Ag?jﬁ +0(Az/2)°
A+ A;gf + Af (ZE + 0 (Az)2)°
[34/3 aer i O T g o (Ax/z)?’] .
l@ + A;gff + Ataacf + Af ‘22;22 + Aj a;? + A”;At g;gt +0 (Am/Q,At)?’] —0
(4.76)
Por lo tanto, cuando At, Ax — 0 las ecuaciones (4.72) y (4.76) son tales que:
(g, Qi t) = %f gci —0 (4.77)
m(y, Q;x,t) = %Cf + gcjgg +gA (gz — Sb> -+ {%Z;L%'Q} =0 (4.78)

De esta manera, se demuestra que el esquema discreto de volumen finito para el sistema de
las ESV consistente numéricamente bajo cualquier norma, a medida que la malla se refina y
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se puede expresar de la siguiente manera:

1£(y, Q;z,t)  — Ly, Qi t)|
M(y, Q;z,t) — m(y,Q;a:,t)H} cuando At, Az — 0 (4.79)

4.4. Analisis de estabilidad

A partir de las ecuaciones discretas de Saint-Venant (3.35) y (4.43) se propone realizar un
analisis de estabilidad del tipo von Neumann. Este tipo de analisis se utiliza para determinar
la estabilidad numérica de los métodos de discretizacion empleados en la aproximacion de
una EDP y se basa en la descomposicion de las soluciones discretas en ondas de Fourier, lo
que permite analizar la propagacién de errores numéricos a lo largo del dominio de solucién.
Mediante la evaluacion de los factores de amplificacion de las ondas discretas, es posible
determinar la estabilidad y la propagacién o atenuaciéon de los errores generados en funcién
del tiempo o el espacio (Abbott & Basco, 1989).

Entonces, se propone el acomodo siguiente para las ecuaciones discretas:
alQ?jll/Q + b1y§‘+1 + Cl@?j:ll/Q = [Qj 10+ 2y] + [3Q711 ) (4.80)

b2y§b+1 + CQQ;Lill/Q + de;Li'll = Q?Jrl/g + th.?+1 + hQQ? + h3y_;'l+1 -+ h/4y;l -+ h5y?+1/2 (481)
donde:

fi=(1-0)At (4.82)
h= . (1.83)
fs=—(1-0)At (4.84)

hy = =AU}, (4.85)

hy = AU} (4.86)

hs = —=Ag A7, 1) (1-0) (4.87)
ha = AgAT 1/ (1-90) (4.88)
hs = AtgBJ 1 25 (4.89)

Las ecuaciones discretizadas (4.80) y (4.81) forman un sistema de ecuaciones algebraicas no
lineales. Sin embargo, para aplicar el método de estabilidad de von Neumann o de Fourier
es necesario transformarlo en un sistema lineal (Morton & Mayers, 2005). Para esto se
considerara la siguiente: los términos correspondientes al tiempo n+ 1 en el lado izquierdo y
al tiempo n en el lado derecho de las ecuaciones (4.80) y (4.81) se tratardn como las variables
de propagacion de perturbaciones o de andlisis en alta frecuencia y longitud de onda corta.

Por otro lado, los coeficientes definidos en las ecuaciones (4.82)-(4.89) se consideraran como
variables para una frecuencia cero o de referencia.
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De esta manera, las ecuaciones (4.45), (4.83), (4.85), (4.86), (4.87), (4.88) y (4.89) pueden
ser expresadas de la siguiente manera:

(1 + At gm%‘;) (4.90)
fo= ‘ZZO (4.91)

hy = —\U, (4.92)

he = AU, (4.93)

hs = —AgA, (1 — 6) (4.94)
hy = AgA, (1 —0) (4.95)
hs = AtgB,S, (4.96)

Dado que este nuevo sistema es lineal y posee coeficientes constantes, es posible resolverlo
mediante una expansion en serie discreta de Fourier (Aldama & Aguilar C., 1996). Las
componentes discretas de Fourier para las variables de perturbacion se representan como:

Y = 9pp,e™n (4.97)

Q) = Qppeae (4.98)

donde p . es el factor de amplificacion del m-ésimo modo de Fourier y k es el nimero de
onda. Las ecuaciones (4.97) y (4.98) representan las variables de propagacion discretas en
el espacio Fourier para una longitud de onda arbitraria. Por lo tanto, al sustituir estas
ecuaciones en el sistema (4.80)-(4.81) y desarrollar se tiene lo siguiente:

yp% tkjAzx [blp f2] + Qpn ikjAx {alpe—ikA:cﬂ + ClpeikAx/Q . fle—ikA:c/2 . fgeikAx/Q} —0

ypnezij:p |:b2,0 +d peikA:r . h eikA:p — hy — h5€ikAm/2}
+Qpn ikjAx [C2peikAz/2 . eikAa:/Z . hleikAm . hg} -0

Agrupando términos semejantes, se puede expresar:
ypnezk’]Acc [f2(,0 )] + Qpn ikjAx [(eikAz/Q . e—ikAx/Q) (Clp + fl)] —0 (499)
ypnezk]A:c [(eikA:L‘ . 1) (dQP + h4) o h5€ikAz/2}

_|_Qpn ikjAx |: itkAx/2 (02,0 i 1) + hoy (eikAx . 1)] =0

Ademés, para expresar las ecuaciones anteriores en términos de « = kAz/2 | se consideran
las siguientes identidades:

(4.100)

6io¢ _ e—ia

4.101
5 (4.101)

sen(a) =
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' = cos(a) +1i sen () (4.102)
¥ — 1 =2 esen (o) = —2 sen® (a) + 2i cos(a)sen () (4.103)

Al sustituir las ecuaciones (4.101)-(4.103), es posible agrupar los términos de las ecuaciones
(4.99) y (4.100) de la siguiente forma:

e? — 1= —2 sen® (a) + 2i cos(a)sen (a) = A (4.104)
e = cos(a) +i sen(a) = A, (4.105)
(ew‘ - e_ia) = 2i sen(a) = A; (4.106)
Sustituyendo las ecuaciones (4.104)-(4.106) en el sistema (4.99)-(4.100) se obtiene:
9P [falp — 1)) + Qp ™3 [As (cip + f1)] = 0 (4.107)
§p" ™8 [(dyp + hy) Ay — hsAs] + Qp"e™ A7 [(cyp — 1) Ay + ho\y] = 0 (4.108)

Finalmente, es posible expresar el sistema de ecuaciones en forma matricial como:

0 ikiAe [ falp—1) (c1p+ fi) As ] M _ m (4.10)

e N
P (de + h4) Al — h5A2 (Cgp — 1) A2 + h2A1 Q 0

El problema anterior tiene una soluciéon diferente a la trivial cuando su determinante es
distinto de cero, por lo que al calcular el determinante e igualar a cero se obtiene que:

(falp = 1)) ((c2p = 1) Ao + haAy) — ((d2p + ha) Ay — hs o) ((c1p + f1) Ag) =0 (4.110)
Desarrollando la ecuacién (4.110) como:
(M1 fohap = Ay faha + Aacafop® = Mscafop — Aafop + Aafo)
- (A1A362d202 + AiAscohup + MiAsds fip + MAs frha — AoAseahsp — A2A3f1h5) =0

Agrupando en términos de la variable p, se puede expresar lo siguiente:

Ap*+ Bp+C =0 (4.111)
Con los coeficientes:
A = (Aseafo — AiAzcads) (4.112)
B = (fa (A1hy — Agcy — Ag) — Az (Arcohy + Ards fi — Aacahs)) (4.113)
C= —Aifohy + Ao fo — Az fi(Arhy — Ashs) (4.114)

Al resolver la ecuacién (4.111) es posible obtener la relacién de dispersion para el esquema
de volumen finito aplicado al modelo conservativo de las ESV tal que:

B 1

Aplicando la condicién de estabilidad critica cuando |p| < 1 en la relacién de dispersion

(4.115) se obtiene:
B 1
lp| = —ﬂiﬁ\/32—4AC <1 (4.116)
La ecuacién anterior indica la condicion de estabilidad limite del MVF aplicado al sistema de
ESV. En la siguiente subseccion, se evalia la relacién de dispersion (4.116) y se construyen

los retratos de amplitud para el esquema presentado en este capitulo.
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4.4.1 Retratos de amplitud

Los retratos de amplitud son herramientas visuales que permiten examinar la condicién de
estabilidad limite del esquema numérico utilizado cuando |p| < 1 y son el resultado de
graficar el modulo de la relacién de dispersién discreta (4.116).

Para obtener los retratos de amplitud de la relacion de dispersiéon numeérica del esquema
discreto, se utilizaran los niimeros de Courant indicados en la tabla 4.1, asi como un factor
de peso temporal § = 0.60 .

Tabla 4.1: Valores del niimero de Courant para retratos de amplitud.

No. de Courant
0.00L [0.01 [1][2]5]10]20

Ademas, se considerara un canal trapezoidal de 2,000 m de largo por el que circula un
gasto de 300 m?/s, con ancho en su base de 70 m, talud 1:4 y el coeficiente de rugosidad de
Manning en el canal es de 0.014. Para evaluar el esquema en flujo subcritico y supercritico se
definiran para dos valores de la pendiente del fondo del canal, de modo que, para subcritico
se considera Sy, = 0.0001 y para flujo supercritico Sy, = 0.01. Con lo anterior es posible
obtener los siguientes resultados.

1.2

11

1.0

0.9 1

0.7 4

Cr=0.001
Cr=0.01
0.6 4 Cr=1.0
Cr=2.0
Cr=5.0
Cr=10.0
Cr=20.0

0.5

0.4+ : T ‘
10-3 1072 10-1 10"
kAx

Figura 4.4: Retrato de amplitud para régimen subcritico.

En el analisis de los retratos de amplitud, un esquema se considera libre de disipacion para
cualquier longitud de onda cuando el factor de amplificacién |p| = 1. De acuerdo con la
Morton y Mayers (2005), valores superiores a la unidad (|p| > 1) resultan en un incremento
de la amplitud de las ondas a lo largo del tiempo. Por otro lado, valores inferiores a la unidad
(lp < 1) provocan un amortiguamiento de las ondas.

Del mismo modo, al considerar la pendiente Sy, para el caso supercritico se tiene lo siguiente:
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2.2 1 Cr=0.001
Cr=0.01
2.0 1 Cr=10
Cr=2.0
Cr=5.0 N
=100
Cr=200

1.8

| 1/

1.0 1

0.8 4

0.6 1

10-3 10-2 10-1 100
kix

Figura 4.5: Retrato de amplitud para régimen supercritico.

Con esto, se puede decir que para régimen subcritico (ver figura 4.4) el esquema se vuelve
inestable cuando el ntimero de Courant es mayor que 20, mientras que para régimen
supercritico el esquema solo es estable para nimeros de Courant menores que 1. Ademads,
de la relacion de dispersion discreta (4.116), es posible construir un plano de estabilidad con
respecto al pardmetro temporal § € [0, 1] como se muestra en la figura 4.6 para régimen
subcritico y en la figura 4.7 para régimen supercritico

1 3.5
091 Zona Estable
<1 3.0
0.81 P
0.7
25
0.6
D 0.5 =
—— Zona L5
L1.0
Los

15
No. de Courant

Figura 4.6: Estabilidad del esquema para régimen subcritico.
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0.9 1
Zona Estable

0.8 p=1

2.0

rL5

r.o

-0.5

15
No. de Courant

Figura 4.7: Estabilidad del esquema para régimen supercritico.

4.5. Variacion en la conservacion de masa y cantidad de
movimiento

La conservacion de masa entre diferentes secciones transversales del canal implica que las
tasas de flujo volumétrico en estas secciones sean iguales. La masa que ingresa a través de
un elemento diferencial de drea dA; por la seccién 1 en la figura 4.8, es tal que p1UdAq, y
de manera analoga para la seccion 2 la masa de fluido que sale es igual a pyUsd As.

Seccion 1 @ @ Seccion 2

Figura 4.8: Esquema de cambio de secciéon en un canal.

El principio de conservacion de masa establece que:

/P1U1dA1 = /P2U2d142
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Debido a que el flujo se considera incompresible e isotermo p; = py, asi como la velocidad
uniforme en toda la secciéon, entonces se puede expresar lo siguiente:

Uy [ aa =0, [ da,
De otra forma, la ecuacién anterior se puede escribir como:
UiAy = Uy Ay

Con esto, la variaciéon en la conservacién de masa ® en el espacio discreto se puede evaluar
como sigue:

Considerando también que la variacién del area con respecto al tirante es dA = B(y)dy para
secciones de tipo trapezoidal, triangular y rectangular, como se muestra en la figura 4.9 a
continuacion.

B(y)

—
—-—

Figura 4.9: Elemento diferencial de drea en una seccion.

Para obtener una expresién que permita evaluar la variaciéon en la cantidad de movimiento
a lo largo del canal, es posible evaluar las fuerzas de presion P(y) y la tasa de cambio en el
momentum m = U(Q) como sigue:

Pi+ mp= P+ my
Al desarrollar esta expresion se obtiene:
Pr—P, = my—my (4.118)

Ademas, para evaluar la presion en cada seccién se considera el siguiente cambio de variable
y = &, de manera que para un elemento diferencial de area, se puede escribir lo siguiente:

[Tre=[Tweare= [Toene
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Desarrollando la ecuaciéon anterior:

= = 2
pg[/o “bedg + ok [ 52d§]=pg{b§2

4. MVF APLICADO A LAS ESV
Por lo tanto, la fuerza de presién se puede evaluar como:

&=y ]
0
b Zky]

P (y) = pgy* [2 + 5 (4.119)

&=y 3
S

2k >

* 3

0

Al sustituir la ecuacién (4.119) en (4.118) para obtener:

pg{ vi [bl 2 1 — 4 [bz . o H = p (U2Qy — U1 Q1) (4.120)

2 3 2 3

Finalmente, la variacién en la cantidad de movimiento entre dos secciones se puede evaluar
como:

b 2k b 2k
O I R

La ecuacion (4.121) se puede escribir de la siguiente manera:

by 2k by 2k
0 = (U@, — U1Q1) — g{ Y [21 + gyl ] — [22 + gw H (4.122)

En el dominio discreto de solucién, la ecuacién (4.122) se puede evaluar como:
0= (Uj+1Qj+1 - Uij)

. 1y 2h; Y o [ 2h; Y (4.123)
vl 0 |t B || 2

Ademas, es posible expresar las ecuaciones (4.117) y (4.123) en términos adimensionales, de
tal manera que la conservacién de masa y la cantidad de movimiento se evaluaran con las
siguientes expresiones:

0}
— 4.124
" (4.124)
©
4.125
2/ (4.125)

Con esto, concluye la construccion del modelo discreto, asi como la manera de evaluar
los principios de conservaciéon de masa y cantidad de movimiento; por lo que es posible
desarrollar el algoritmo de soluciéon al modelo propuesto en este capitulo. Como se mencioné
en la subseccién 4.2.1, la propuesta estd basada en una malla escalonada utilizando una
integracién temporal semi-implicita en el sistema de ecuaciones acopladas desarrollado en la
seccion 4.2 que se puede resolver por los métodos de solucion convencionales.
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ESCENARIOS DE PRUEBA

Para validar el funcionamiento del modelo propuesto, los escenarios de simulaciéon de los
apartados 5.1-5.3 seran los considerados por Pastrana 2016 en los cuales cada prueba esta
compuesta de tres tramos en donde se desarrolla una transicion en el tramo intermedio. Los
pardmetros generales para estas pruebas se muestran en la tabla 5.1.

Tabla 5.1: Valores generales para las pruebas numéricas 1 a 6.

Parametro Valor | Unidades
Gasto Q. | 300 [m3/s]
Intervalo espacial Ax 1 [m]
Pendiente Sy | 0.0001 [—]
Coeficiente de rugosidad | n | 0.014 [—]

Las transiciones consideradas en las pruebas se presentan en la tabla 5.2, en la que se indica
el namero de la prueba con el tipo de transicién que se desarrolla y la geometria de la seccion
transversal. En los casos donde ocurre un cambio en la forma geométrica, prueba 5 y 6, el
orden de la transicion se presenta de izquierda a derecha.

Tabla 5.2: Transiciones consideradas en las pruebas numéricas 1 a 6.

No. de prueba | Tipo de transicion Forma de la seccion
1 Reduccion suave Trapezoidal
2 Ampliacién suave Triangular
3 Reduccion abrupta Rectangular
4 Ampliaciéon abrupta Trapezoidal
5 Cambio de secciéon | Rectangular - Trapezoidal
6 Cambio de seccion Trapezoidal - Triangular

Para el desarrollo de las pruebas numéricas indicadas en la tabla 5.2, la condicién inicial
se obtuvo considerando un gasto constante de @, = 300 m?®/s y ejecutando el modelo
desarrollado en el capitulo 4 en flujo permanente hasta alcanzar un flujo estable asi como
un régimen subcritico, por lo que en la frontera aguas abajo se establecié la condicién (4.52)
considerando el tirante normal del altimo tramo tal que y; = v, .

La condicién transitoria de estas pruebas se describe por un hidrograma de entrada tipo
escalén como el de la figura 5.1 para la frontera aguas arriba, iniciando en el segundo 2 y con
una duracién total de 50 segundos, el cual considera un gasto maximo de Qa0 = 330 m3/s.
Para la frontera aguas abajo, se estableci6 la condicién (4.52) esto es, un tirante fijo y; igual
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al utilizado para obtener la condicion inicial.

Las pruebas contenidas en las secciones 5.1, 5.2 y 5.3 comparten la informaciéon anterior, a
partir de estas generalidades en cada prueba se presentan las caracteristicas particulares, asi
como los resultados obtenidos para cada uno de los casos.

3304 .

3254

305 4

3004 —e

0 10 20 30 40 50 60 70
t sl

Figura 5.1: Hidrograma de entrada para las pruebas numéricas 1-6.

En la seccion 5.4, se trata con canales més pequenos y se consideran distintos valores para
el gasto base, asi como para el hidrograma del estado transitorio, sin embargo, se utilizé6 un
nimero de Courant de 1, asi como un factor de peso temporal § = 0.6 para todas las pruebas
de este trabajo. Asi mismo, se evaliia la variacién en la conservacion de masa y cantidad de
movimiento de acuerdo con lo indicado en la seccién 4.5.

5.1. Pruebas de transicion suave

5.1.1 Prueba 1. Reduccién suave en seccion trapezoidal

Este caso consta de un canal de 500 m de longitud que inicia con un ancho de 60 m en el
cual se presenta una reduccién suave y termina con un ancho de 50 m, dicha transicion se
desarrolla a lo largo de 100 m y en este tramo, el talud del canal se reduce de 2 hasta llegar
a 1 al terminar la transicién como se indica en la tabla 5.3. El tirante en la frontera aguas
abajo es el tirante normal correspondiente a la seccion final tal que y; = y,, =~ 3.60224 m.

Tabla 5.3: Caracteristicas geométricas de la transicién en la prueba 1.

TRAMO 1 TRAMO 2 TRAMO 3

Inicio Final Inicio Final Inicio Final

Cadenamiento 04000 | 04020 | 0+020 | 04120 | 04120 | 0+500

Elevacion del fondo 163 162.998 | 162.998 | 162.988 | 162.988 | 162.95
Ancho de la base 60 60 60 50 50 50
Talud 2 2 2 1 1 1
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La condicién inicial para esta prueba se presenta en la figura 5.2, en la cual se muestran en
el mismo eje horizontal, una vista en planta del canal, asi como el nivel del agua a través de
la transicion, la distribucion de la velocidad y la variacion en el area hidraulica.

Area hidraulica

250 =
. 2251
E‘ 200
< 1759
150
Velocidad
o
14
E
3 —
1.2
Perfil de flujo
— 3.65 —
E
>
3.60 4
Vista en planta del canal
50 1 Base --- FEje —— Hombros
E
£ 0 - -
=
s
,50 4
100 200 300 400 500
X [m]
. c e e e
Figura 5.2: Condicién inicial de la prueba 1.
1e-2 Variacion en la conservacion de masa
5.0
2.5 1
®
o [[] 00
,25 4
-5.0 1
1e-3 Variacion en la conservacion de cantidad de movimiento
0.0 -
-0.5 1
26 2 [']
(q3iy3)
,10 4
0 100 200 300 400 500
x [m]

Figura 5.3: Evaluacién de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en la
condicioén inicial de la prueba 1.
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Para esta prueba, el paso de tiempo para la simulacién en estado transitorio obtenido con
la condicién CFL es de At =~ 0.14485 s. A continuacion, se presentan estos resultados en
una superficie en la que para cada paso de tiempo en el eje transversal, se grafica el perfil
del canal sobre el eje z, mientras que en el eje vertical se encuentran los valores para las

caracteristicas hidraulicas de gasto, area, velocidad y tirante, asi como la variaciéon de masa
y cantidad de movimiento.

Q [ms]
340
330
340
320 - 320
300
280

310

300
500 O
Figura 5.4: Variacién del gasto en estado transitorio en la prueba 1.

A [m?]

250

240

-230

2
220
200

180 210

200

Figura 5.5: Variacién del area hidraulica en estado transitorio en la prueba 1.
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U [m/s]

T T O L

Figura 5.6: Variaciéon de la velocidad en estado transitorio en la prueba 1.

Del mismo modo, la variacién del tirante en el tiempo para la primera prueba se muestra
en la figura 5.7 en la que se observa el transito del hidrograma canal hasta llegar al final del
tercer tramo después de 70 segundos.

Y [m]
3.72
3.70
3.68
3.66
3.64

3.62

Figura 5.7: Variacién del tirante en estado transitorio en la prueba 1.

Asi mismo, la conservacion en la masa y la cantidad de movimiento, siguiendo lo establecido
en la secciéon 4.5 con lo que se obtienen los siguientes resultados.
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-0.015
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Figura 5.8: Variacién en la conservacion de masa (;2 en la prueba 1.
o

(]
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500 0
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Figura 5.9: Variacién en la conservacion de cantidad de movimiento Té’g en la prueba 1.
o

5.1.2 Prueba 2. Ampliaciéon suave en seccién triangular

Este escenario se compone de un canal de 500 m de longitud total cuya seccion transversal es
de tipo triangular, en el cual se presenta una ampliacién suave que se define por un cambio
en el talud tal y como se indica en la tabla 5.4. La transiciéon se desarrolla a lo largo de
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100 m y el tirante en la frontera aguas abajo es el tirante normal correspondiente a la seccién
final tal que y; = y, ~ 7.68732 m.

Tabla 5.4: Caracteristicas geométricas de la transiciéon en la prueba 2.

TRAMO 1 TRAMO 2 TRAMO 3
Inicio Final Inicio Final Inicio Final
Cadenamiento 04000 | 04020 | 0+020 | 04120 | 04120 | 0+500
Elevaciéon del fondo 163 162.998 | 162.998 | 162.988 | 162.988 | 162.95
Talud 1.5 1.5 1.5 3 3 3

Con esto, la condicién inicial se muestra en la figura 5.10, en donde a diferencia de la prueba
anterior, el tirante aumenta a medida que el flujo pasa por la transicion, en consecuencia, la
velocidad decrece a través de la ampliacion.

Area hidraulica

Velocidad

Perfil de flujo

Vista en planta del canal

=== FEe

Hombros

Ancho [m]

-50 1

Figura 5.10:

100

200

300

x [m]

400

Condicién inicial de la prueba 2.
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1e-16 Variacion en la conservacién de masa
Pe
0]
b
210
4
1le-2 Variacion en la conservacion de cantidad de movimiento
34
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AR
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Figura 5.11: Evaluacion de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en la
condicién inicial de la prueba 2.

Para esta prueba, el paso de tiempo de la simulaciéon en estado transitorio es de At =~
0.10085 s. A continuacién se presentan los resultados del transito del hidrograma mostrado
en la figura 5.1.

Q [m3s]
370

360
350
340
330
320
310
300

290

Figura 5.12: Variacion del gasto en estado transitorio en la prueba 2.
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A [mY
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F 140

120

100

80
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Figura 5.13: Variacion del area hidraulica en estado transitorio en la prueba 2.

De este modo, la evolucion de la velocidad y el tirante en el tiempo se muestran en las figuras
5.14 y 5.15 respectivamente.

U [m/s]

500 0

Figura 5.14: Variacién de la velocidad en estado transitorio en la prueba 2.
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Y [m]
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7.4

7.2

7.0

6.8

Figura 5.15: Variacién del tirante en estado transitorio en la prueba 2.

Del mismo modo, para la conservacion en la masa y la cantidad de movimiento en el estado
transitorio se obtienen los siguientes resultados.
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0.015
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Figura 5.16: Variacién en la conservacion de masa (;2 en la prueba 2.
o
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Figura 5.17: Variacién en la conservacién de cantidad de movimiento Tgl en la prueba 2.
o

Con los resultados de la prueba 2 para el estado transitorio, concluye la primera seccion de
escenarios con los que se verifica el funcionamiento del modelo para transiciones suaves, el
siguiente apartado esta dedicado a las pruebas en transiciones abruptas, lo que implica que el
tramo de transicion serd muy corto en comparacion a los revisados en el presente apartado.

5.2. Pruebas de transicion abrupta

5.2.1 Prueba 3. Reduccién abrupta en secciéon rectangular

La primera condicion de prueba en el caso de transiciones abruptas considera un canal
rectangular con una longitud total de 400 m, en el cual se presenta una reduccién definida
por un cambio en el ancho de la base de 60 m a 50 m en un tramo 5 m de longitud tal y
como se indica en la tabla 5.5. El tirante normal en la frontera aguas abajo corresponde a
la seccion final tal que yy = y,, = 3.79414 m.

Tabla 5.5: Caracteristicas geométricas de la transicién en la prueba 3.

TRAMO 1 TRAMO 2 TRAMO 3
Inicio Final Inicio Final Inicio Final
Cadenamiento 0-+000 | 0+050 | 0+050 0+055 0+055 | 0+400
Elevacion del fondo | 163 162.995 | 162.995 | 162.9945 | 162.9945 | 162.96
Ancho de la base 60 60 60 50 50 50
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Figura 5.18: Condicién inicial de la prueba 3.
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Figura 5.19: Evaluacion de la conservacién de masa y cantidad de movimiento en la
condicién inicial de la prueba 3.

La condicién inicial de esta prueba muestra que la masa es conservada a lo largo del canal y
de forma similar a los casos anteriores la variacién en la cantidad de movimiento ocurre solo
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en la transicién. En el caso transitorio, el paso de tiempo para este caso es de At ~ 0.13456 s.
Los resultados siguientes muestran el comportamiento del flujo a través de esta reduccion.

Q [m3/s]

340
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7 Aﬂ“xcév

/ //,//// // /// /////5

/ 7 7/ ///4;?////7/ ///////////////
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330

320

310
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Figura 5.20: Variacion del gasto en estado transitorio en la prueba 3.
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Figura 5.21: Variacién del area hidraulica en estado transitorio en la prueba 3.
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U [mj/s]
18

Figura 5.22: Variacién de la velocidad en estado transitorio en la prueba 3.
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Figura 5.23: Variacién del tirante en estado transitorio en la prueba 3.

De igual manera, la conservacién en la masa y la cantidad de movimiento, siguiendo lo
establecido en la seccién 4.5, con lo que se obtienen los siguientes resultados.
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o [
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Figura 5.25: Variacién en la conservacién de cantidad de movimiento T%’Q en la prueba 3.
o
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5.2.2 Prueba 4. Ampliacién abrupta en secciéon trapezoidal

De manera andloga a la prueba anterior, en este caso se considera de un canal con una
longitud total de 400 m y seccién transversal trapezoidal, la cual presenta una ampliacion
abrupta que inicia con un ancho de 50 m y termina con otro de 60 m, ademas el talud del
canal se amplia de 1 a 2 al final de la transicién y se desarrolla a lo largo de 5 m como se
indica en la tabla 5.6. El tirante normal en la frontera aguas abajo es yy = y, ~ 3.16443 m.

Tabla 5.6: Caracteristicas geométricas de la transiciéon en la prueba 4.

TRAMO 1 TRAMO 2 TRAMO 3
Inicio Final Inicio Final Inicio Final
Cadenamiento 04000 | 04050 | 04050 04055 04055 | 04400
Elevacién del fondo 163 162.995 | 162.995 | 162.9945 | 162.9945 | 162.96
Ancho de la base 50 50 50 60 60 60
Talud 1 1 1 2 2 2
250 Area hidraulica
NE 200
<<
150 ‘
20 Velocidad
E 15
1.0 ‘
320 Perfil de flujo
E 315
A 3.10 F—ou |
| Vista en planta del canal
501 Base --- Fe Hombros
'E L/
P
2
,50,
50 100 150 200 250 300 350 400
X [m]
Figura 5.26: Condicién inicial de la prueba 4.
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Figura 5.27: Evaluacion de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en la
condicioén inicial de la prueba 4.

En el estado transitorio, la simulacién del hidrograma propuesto en la figura 5.1 con el
modelo desarrollado en el capitulo 4 y con un paso de tiempo At =~ 0.13925 s. Para esta
prueba se obtienen los siguientes resultados.
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Figura 5.28: Variacion del gasto en estado transitorio en la prueba 4.
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Figura 5.29: Variaciéon del area hidraulica en estado transitorio en la prueba 4.

A [m?]

210

- 200

250 - 190

200

150 180

170

Figura 5.30: Variaciéon de la velocidad en estado transitorio en la prueba 4.
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Figura 5.31: Variacién del tirante en estado transitorio en la prueba 4.
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Figura 5.32: Variaciéon en la conservacion de masa (;2 en la prueba 4.
o
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Figura 5.33: Variacién en la conservaciéon de cantidad de movimiento en la prueba 4.

Con los resultados anteriores, concluye este apartado de escenarios con los que se verifica el
funcionamiento del modelo cuando las transiciones son abruptas. En el siguiente apartado,
se consideran transiciones en los que la forma geométrica de la seccion transversal del canal
es modificada.

5.3. Pruebas de cambio de seccidon

5.3.1 Prueba 5. Cambio de seccién rectangular a trapezoidal

Para validar el desempenio del modelo en cambios de seccion, la presente prueba considera
un canal de 500 m de longitud total con una secciéon rectangular al inicio y al terminar la
transicién, se modifica a una trapezoidal . Como se indica en la tabla 5.7, el ancho de la
base no se altera by = by = 50 m, sin embargo, el talud cambia de 0 a 3 en un tramo 100 m
de longitud. El tirante normal en la frontera aguas abajo es yy = y, ~ 3.43453 m.

Tabla 5.7: Caracteristicas geométricas de la transicién en la prueba 5.

TRAMO 1 TRAMO 2 TRAMO 3
Inicio Final Inicio Final Inicio Final
Cadenamiento 04000 | 04050 | 0+050 | 04150 | 04150 | 0+500
Elevacion del fondo 163 162.995 | 162.995 | 162.985 | 162.985 | 162.95
Talud 0 0 0 3 3 3
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Figura 5.35: Evaluacion de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en la
condicion inicial de la prueba 5.

A partir de las condiciones presentadas en la figura 5.34, al transitar el hidrograma mostrado
en la figura 5.1 para un cambio de seccién de rectangular a trapezoidal con las caracteristicas
indicadas en la tabla 5.7 y con un incremento temporal de At ~ 0.13271 s se obtienen los
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siguientes resultados.

Q [m3/s]
335

330

- 325

‘ T -
“&Wnﬂﬂw
390 muummumhmWﬂ\ihmlmummmmmm*m»mm&uum-

- 315
300

250

- 310

305

300

soo0 O 295

Figura 5.36: Variacion del gasto en estado transitorio en la prueba 5.
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Figura 5.37: Variacién del drea hidraulica en estado transitorio en la prueba 5.

116



5. ESCENARIOS DE PRUEBA

U [mjs]

19

18

17

500 O

Figura 5.38: Variacién de la velocidad en estado transitorio en la prueba 5.
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Figura 5.41: Variacién en la conservacion de cantidad de movimiento T‘ﬁ en la prueba 5.
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5.3.2 Prueba 6. Cambio de seccion trapezoidal a triangular

Para este escenario, se considera un canal con una longitud total de 500 m, cuya seccién
inicial es trapezoidal y después de la transicién se modifica a triangular. Dicha transicién
se desarrolla a lo largo de un tramo de 100 m. Ademads, en este caso el talud permanece
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constante como se indica en la tabla 5.8 y el tirante normal en la frontera aguas abajo es

Yr = Yn = 7.68732 m.

Tabla 5.8: Caracteristicas geométricas de la transicion en la prueba 6.

TRAMO 1 TRAMO 2 TRAMO 3
Inicio Final Inicio Final Inicio Final
Cadenamiento 0+000 | 04050 | 04050 | 0-+150 | 0+150 | 04500
Elevacion del fondo 163 162.995 | 162.995 | 162.985 | 162.985 | 162.95
Ancho de la base 40 40 40 0 0 0
Talud 3 3 3 3 3 3
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Figura 5.43: Evaluacion de la conservaciéon de masa y cantidad de movimiento en la
condicién inicial de la prueba 6.

Con la condicién inicial de la figura 5.42, es posible evaluar el modelo en estado transitorio
considerando un intervalo temporal de At ~ 0.12370 s, con lo que se obtienen los siguientes

resultados.
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Figura 5.44: Variacion del gasto en estado transitorio en la prueba 6.
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Figura 5.45: Variacién del drea hidraulica en estado transitorio en la prueba 6.
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Figura 5.46: Variacion de la velocidad en estado transitorio en la prueba 6.
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Figura 5.47: Variacién del tirante en estado transitorio en la prueba 6.
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Con los resultados anteriores, se verifica el funcionamiento del modelo cuando las transiciones
son en la forma geométrica de la seccion transversal. Las pruebas consideradas en el siguiente
apartado incluyen casos en los que ocurre mas de una transiciéon en el canal. De manera
general se presentan casos de reduccién y ampliacién suaves con un cambio en la forma
geométrica del canal.
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5.4. Pruebas con miultiples transiciones

Esta seccion presenta casos de aplicacién para el modelo discreto desarrollado en el capitulo
4 considerando canales que contienen dos o mas tipos de transicion. Los escenarios de este
apartado consideran canales con dimensiones menores a las pruebas anteriores, no obstante,
en estas pruebas se conserva la pendiente de 0.0001, asi como el coeficiente de rugosidad de
Manning de 0.014 en todos los tramos, de igual forma, el coeficiente de ponderacion temporal
=06y Cr=1.

Ademas, la condicién transitoria se evaltia de manera similar a las pruebas de los apartados
anteriores, de modo que el hidrograma de entrada es en forma de escalén como se muestra
en la figura 5.50 pero considerando un gasto menor dadas las caracteristicas geométricas
seleccionadas tal que Q, = 40 m?/s.

60.0 4 '

45.0 1

42.51

4004 —e >

0 10 20 30 40 50 60 70
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Figura 5.50: Hidrograma de entrada para las pruebas con multiples transiciones.

5.4.1 Prueba 7. Puente canal

Esta estructura consta de un canal sostenido sobre pilares o estribos y son utilizados para
transportar agua, estos puentes son construidos para conducir el liquido a través de valles
o incluso por encima de rios. Para esta prueba se consideré un canal trapezoidal cuya base
al inicio tiene un ancho de 5 m y talud 1:1. Previo al inicio del puente existe una pequena
transicion de 10 m de largo cuya seccion final es rectangular (k = 0) y con un ancho que
permanece constante. Al terminar la transicion, inicia un tramo rectangular de 30 m de
largo. Al concluir el puente, ocurre otra transicién a lo largo de 10 m en la que el canal
vuelve a la forma de trapezoidal considerada en el primer tramo.

La condicién inicial mostrada en la figura 5.51, considera un gasto base de Q, = 40 m?/s,
con un tirante normal en la frontera aguas debajo de yy = y, ~ 3.82679 m. Asi mismo, la
variacion en la conservacion de masa y momentum en la figura 5.52 muestra una pequena
variacion en la masa a lo largo de todo el canal, mientras que la cantidad de movimiento
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varia al pasar por las transiciones.
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Figura 5.52: Evaluacion de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en la

condicién inicial de la prueba 7.

Con esta condicion inicial, a continuacién se presentan los resultados obtenidos al transitar
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el hidrograma de la figura 5.50 por este canal con un intervalo temporal At ~ 0.15859 s.
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Figura 5.53: Variacion del gasto en estado transitorio en la prueba 7.
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Figura 5.54: Variacion del drea hidraulica en estado transitorio en la prueba 7.
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Figura 5.55: Variacion de la velocidad en estado transitorio en la prueba 7.
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Figura 5.56: Variacién del tirante en estado transitorio en la prueba 7.
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Figura 5.58: Variacién en la conservacién de cantidad de movimiento T%’L en la prueba 7.
o

Hasta ahora, se ha considerado un incremento temporal constante con la condicién de CFL
para calcular el At utilizando un niimero de Courant igual a 1 en todas las pruebas realizadas
en este trabajo. Sin embargo, para observar las propiedades de propagacion del esquema,
a continuacién se muestran los resultados de gasto y tirante en estado transitorio para la
prueba 7 utilizando un Cr = 2.5 con lo que se tiene un At ~ 0.396s.
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350 O

Figura 5.60: Variaciéon del tirante en estado transitorio en la prueba 7 con Cr = 2.5.

El andlisis anterior muestra la posibilidad de probar diferentes configuraciones de resolucién
espacial y temporal en el modelo. Se observa que el modelo es convergente en términos
de la propagacién de ondas de alta frecuencia, pero genera registros con una variabilidad
perceptible como se muestra en las figuras 5.59 y 5.60, especialmente en condiciones de
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propagaciéon de ondas de longitud corta. Sin embargo, en la operaciéon normal de una obra
hidraulica, se tiene una frecuencia baja y longitud de onda larga, y para estos casos el modelo
proporciona resultados adecuados, como es el caso de C'r = 1. Por lo tanto, para mejorar la
simulacion para frecuencias mas altas es conveniente revisar la forma de resolver los términos
no lineales.

5.4.2 Prueba 8. Transiciéon de canal trapezoidal a circular

Este escenario considera un canal que inicia con una seccién trapezoidal con un ancho en su
base de 3 m y talud 1:1, en el que ocurre una transiciéon de 50 m de largo. La seccién final
es esta transicién es rectangular (kK = 0) y cuenta con un ancho de 6 m. Al terminar esta
seccion, comienza un ducto circular de 6 m de didmetro y de 100 m de largo. Concluido
este tramo, existe otra transicion en la que después de 50 m la seccion transversal vuelve
a la forma trapezoidal considerada en el primer tramo con un tirante normal en la frontera
aguas abajo de y; = y, ~ 4.49438 m.

Area hidraulica

50
£ 5] —
<
0
3 Velocidad
)y
E 2
3 \
1 T
Perfil de flujo
5.0
48
E
= 46
> e
4.4
4.2
20 Vista en planta del canal
Base === Eje Hombros
= 104
E
8 0P ———— =
=
5 710 p
=20

100 200 300 400 500
x[m]

Figura 5.61: Condicién inicial de la prueba 8.
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Figura 5.62: Evaluacion de la conservacién de masa y cantidad de movimiento en la
condicién inicial de la prueba 8.

Para el estado transitorio se consider¢ el hidrograma de la figura 5.50 y con intervalo temporal
de At =~ 0.15535 s, con lo cual se obtienen los siguientes resultados.
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Figura 5.63: Variacion del gasto en estado transitorio en la prueba 8.

131



5. ESCENARIOS DE PRUEBA

a8

36

34

32

30

28

26

24

Figura 5.64: Variacion del drea hidraulica en estado transitorio en la prueba 8.
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Figura 5.65: Variaciéon de la velocidad en estado transitorio en la prueba 8.
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Figura 5.66: Variaciéon del tirante en estado transitorio en la prueba 8.
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Figura 5.68: Variaciéon en la conservacion de cantidad de movimiento en la prueba 8.

Con los resultados anteriores, concluye esta seleccién de escenarios en las que se verifica el
funcionamiento del modelo cuando las transiciones son en la forma geométrica de la seccién
transversal y se combinan con reducciones y ampliaciones suaves. Fn el anexo A se consideran
las pruebas 3 y 4 del presente capitulo, con un intervalo de discretizacion espacial variable y
una condicion de entrada de gasto distinta a las anteriores de tipo escalon.
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CONCLUSIONES Y RECOMENDA-
CIONES

En este trabajo se desarrollo un modelo de simulacién a partir de la integracion de las ESV
en una dimension. La formulacion se basa en el MVF para la discretizacion espacial con
una malla escalonada. Para la variaciéon temporal, se utilizd6 un esquema semi-implicito. El
esquema discreto se resuelve mediante un sistema matricial cuyos coeficientes se evaliian en
el tiempo anterior, por lo que no requiere de técnicas iterativas para resolver la no linealidad
original de la ESV lo que implica un menor niimero de operaciones en el proceso de solucién.

El modelo desarrollado en el capitulo 4 es consistente con las ecuaciones de origen y las
propiedades conservativas del MVF permiten tratar de manera las discontinuidades de
manera adecuada como las transiciones utilizadas en el capitulo 5. Ademads, el esquema
discreto es estable para valores del niimero de Courant C'r < 20 y 6 > 0.5 cuando el régimen
del flujo es subcritico.

Asi mismo, se incorpord de manera satisfactoria el modelo propuesto en el capitulo 4 al SMT
utilizado por Cruz 2015 y Pastrana 2016, especialmente en la construccion topologica del
canal. Sin embargo, en este trabajo no se consideraron estructuras de regulacién ni términos
de gasto lateral, lo que sugiere una recomendacion para futuras investigaciones.

Un aspecto importante de las pruebas numéricas contenidas en el capitulo 5, es que se
realizaron empleando un Ax = cte = 1 m. Para los casos considerados, el modelo resolvié
de manera adecuada al utilizar una malla regular y no requiere de intervalos méas pequenos
en las transiciones. Sin embargo, en el anexo A se presentan las pruebas 3 y 4 de la seccién
5.2 considerando un Az variable y una condicién de entrada similar al de una avenida, con
lo que se obtienen resultados satisfactorios.

La relaciéon intrinseca entre el tamano espacial de la celda y el paso de tiempo implica que,
al trabajar con celdas méas pequenias, el paso de tiempo en la solucién transitoria es también
mas pequeno, esto es una condicion de utilizar Cr = 1. No obstante, para trabajos futuros
se pueden explorar las propuestas existentes que plantean una discretizacién adaptativa en
funcién de los patrones del flujo para capturar con mayor detalle las discontinuidades como
en la propuesta de Haleem et al. (2015) o esquemas de orden superior con limitadores de flujo.
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Los resultados de las pruebas numeéricas a través de transiciones tanto suaves como abruptas
y de cambio de forma en la secciéon transversal, presentados en las secciones 5.1, 5.2 y 5.3
respectivamente, son similares a los reportados por Pastrana 2016, con la distincién de que
en este modelo, el transito del hidrograma (ver figura 5.1) recorre el canal en un tiempo
menor. Esto puede ser debido al uso de la malla escalonada y al esquema upwind utilizado
para discretizar el término de adveccion que considera la direccién del flujo para evaluar los
términos en las fronteras de cada VC, en contraste al esquema de Preissmann en el que se
implementa un factor de ponderacion espacial para los nodos vecinos.

Ademas, los escenarios considerados en la secciéon 5.4 son una prueba de la capacidad del
SMT para manejar multiples transiciones en una corta longitud, asi como la extensién a
canales circulares, lo que abre otro campo de aplicacién en el que consideren sistemas de
conduccién de alcantarillado o sistemas urbanos de captacion pluvial.

En el anexo C se presentan algunas pruebas comparativas de algunos casos considerados en
el capitulo 5 y se contrastan con los resultados obtenidos con el modelo Iber, utilizando las
mismas consideraciones geométricas y de frontera para el estado transitorio. Se destaca la
capacidad del modelo unidimensional desarrollado en este trabajo en términos de su similitud
con el modelo bidimensional de Iber, sin embargo, se observa que con este ultimo se obtienen
resultados suavizados, especialmente al transitar el escalon considerado en la condicién de
entrada.
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ANEXOS

A. Pruebas con malla irregular

Para verificar los resultados obtenidos con el modelo, modelo al implementar una malla
irregular, se consideran las pruebas 3 y 4 de la seccién 5.2, ahora con una discretizacién
espacial que varia por tramos tal que Ax = [0.5 m, 0.2 m, 1 m|; de manera que en el tramo
correspondiente a la transicién se utiliza el intervalo mas pequeno Ax = 0.2m. Ademads, se
utiliza un hidrograma de entrada distinto al de las pruebas anteriores, el cual se muestra
en la figura A.1. La condicién inicial se obtiene al simular el flujo en estado permanente
considerando el tirante normal en la frontera aguas abajo y un gasto base de Q, = 300m3/s
como se realizo en el capitulo 5.

330 1

325 +

320 1

[m3/s]

Q

310 1

305 +

300 -

0 10 20 30 40 50 60 70
t [s]
Figura A.1: Hidrograma de entrada para pruebas con malla irregular.

A.1 Prueba 3. Reduccion abrupta en seccién rectangular y Az
variable

En este caso se consideran las caracteristicas geométricas indicadas en la tabla 5.5 con la

unica variante en el intervalo de discretizacion espacial, el cual se considera por tramos como

Az =1[0.5m, 0.2m, 1m]|, de manera que, en el tramo intermedio en el que se desarrollan
las transiciones se tiene el menor Az. La condicién inicial se obtuvo al simular el flujo
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permanente hasta estabilizar la solucién considerando el tirante normal en la frontera aguas
abajo, con lo que se obtienen los siguientes resultados.

Area hidraulica
250

150 T T T T T T
Velocidad

1.2 ; T T T T .
Perfil de flujo

3.75 T T T T T

Vista en planta del canal

501 --- Ee —— Hombros

Ancho [m]

-504

50 100 150 200 250 300 350 400
x [m]

Figura A.2: Condicién inicial para la prueba 3 con malla irregular.

1e-2 Variacion en la conservacion de masa
5.0 A
2.5
@ 0.0 |e——
i b
2.5
=5.0
1le-3 Variacion en la conservacion de cantidad de movimiento
0 -————
s 7|
(aztye)
4 4
0 50 100 150 200 250 300 350 400

X [m]

Figura A.3: Evaluacién de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en la
condicion inicial de la prueba 3 con malla irregular.
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En el caso transitorio, el paso de tiempo para este caso es de At =~ 0.03526 s. Los resultados
siguientes muestran el comportamiento del hidrograma mostrado en la figura A.1 a través
de esta reduccion.

Q [m3/s]
325
- 320
350
- 315
300
- 310
250
305
350
400 O
Figura A.4: Variaciéon del gasto en estado transitorio en la prueba 3.
A [m?]
230
- 220
240
210 - 210
180
200
190

350
400 0

Figura A.5: Variacion del 4drea hidraulica en estado transitorio en la prueba 3.

143



ANEXOS

U [m/s]
170

165
160
-1.55

-1.50

-1.45

140

135

a00 0

Figura A.6: Variacion de la velocidad en estado transitorio en la prueba 3.

3.90

-3.86

-3.84

3.82

3.80

400 O

Figura A.7: Variacion del tirante en estado transitorio en la prueba 3.
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o)

7 [
0.0006
0.0004
0.0002

0.005 0.0000

-0.0002

-0.0004

-0.0006

-0.0008

400 O

P

Figura A.8: Variacién en la conservacion de masa o en la prueba 3 con malla irregular.
o

_©° [-]

2 a2
(q2iy?)

0.025

0.020

0.015
0.05
0.00 0.010
-0.05

0.005

0.000

400 O

. .., ., . .. o 42
Figura A.9: Variacién en la conservacion de cantidad de movimiento Tf‘% en la prueba 3
o
con malla irregular.
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A.2 Prueba 4. Ampliacion abrupta en seccién trapezoidal y Ax
variable

En este caso se consideran las caracteristicas geométricas indicadas en la tabla 5.6 con
variante en el vector de discretizacién espacial por tramos como Az = [0.5 m, 0.2 m, 1 m)].
La condicién inicial se obtuvo al simular el flujo permanente hasta estabilizar la solucién
considerando el tirante normal en la frontera aguas abajo como el indicado en la seccién
5.2.2, con lo que se obtienen los siguientes resultados.

Area hidraulica
250

Velocidad

Pertil de flujo

Vista en planta del canal

501 Base -==' Eje Hombros
e P i e s
E
g o -
E
—
_50_
0 50 100 150 200 250 300 350 400
x [m]

Figura A.10: Condicién inicial para la prueba 4 con malla irregular.

146



ANEXOS

1e-2 Variacion en la conservacién de masa
5.0
2.5
[
o [-] 0.0 ——
-2.5
-5.0
1e-3 Variacion en la conservacion de cantidad de movimiento
31 #
e 2
@y U
0 ————
0 50 100 150 200 250 300 350 400
x[m]

Figura A.11: Evaluacion de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en la
condicién inicial de la prueba 4 con malla irregular.

En el estado transitorio, la simulacion del hidrograma propuesto en la figura A.1 y con un
paso de tiempo At ~ 0.069598 s, para esta prueba se obtienen los siguientes resultados.

Q [m3/s]

330

325

320

400 15
350

300 310
250

305

300

400 0

Figura A.12: Variacion del gasto en estado transitorio en la prueba 4.
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A [m?]

210

200

250
190

200

150 180

170

400 O

Figura A.13: Variacion del area hidraulica en estado transitorio en la prueba 4.

U [m/s]

19
18

17

16

15

400 O

Figura A.14: Variacion de la velocidad en estado transitorio en la prueba 4.
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Y [m]

3.22
3.20

318

33
3.2
31
3.0

316

314

312

3.10

400 0

Figura A.15: Variacion del tirante en estado transitorio en la prueba 4.

D
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-0.005
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-0.00025
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-0.00075

-0.00100

350

Figura A.16: Variacion en la conservaciéon de masa ;2 en la prueba 4 con malla irregular.
o
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_06 []

(q2ly?)

0.015
F0.010
0.05
0.00 -0.005
-0.05
0.000

400 ©

. Y ., . . O y?
Figura A.17: Variacién en la conservacion de cantidad de movimiento T*;” en la prueba 4
o
con malla irregular.

Con esto concluye este anexo de pruebas numéricas con las que se verifica el funcionamiento
del modelo utilizando una malla irregular con transiciones abruptas. En el siguiente anexo,
se incluye un canal sin transiciones, en el que se considera una condicion inicial cercana a la
seca y para el estado transitorio, una entrada repentina de agua hasta estabilizar el flujo.
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B. Prueba de llenado

Esta prueba considera una condicién cercana a cuando un canal trapezoidal con taludes 1:3
de 100 m de longitud se encuentra seco. En este caso el gasto al inicio es de @, = 0.01 m3/s,
y se utiliza un hidrograma de entrada como el que se muestra en la figura B.18. Asi mismo,
la condicién inicial se obtiene al simular el flujo en estado permanente.

50

40 4

[m3/s]

O 201

104 o

0 200 400 600 800 1000
t [s]

Figura B.18: Hidrograma de entrada para prueba de llenado.

El intervalo de discretizacion espacial es de Az = 0.1 m en todo el dominio, asi como el
factor de peso temporal & = 0.6 y un nimero de Courant Cr = 1. Con estos parametros,
los resultados de la condicion inicial se muestran en la figura B.19 en la que el tirante en el
canal es cercano a 1 em. Por otro lado, la conservacién de masa y cantidad de movimiento
de la condicién inicial se indica en la figura B.20.
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Area hidraulica

0.4 4

[m?]

02+

A

00 T T T T
Velocidad

0.04 4

[m/s]

0.02

u

0.00

Perfil de flujo

0.04 4

[m]

002 4
>,

0.00 T T T T

Vista en planta del canal

Base ---' Ee —— Hombros
50 4

Ancho [m]

504

x [m]

Figura B.19: Condicién inicial para la prueba de llenado.

1e-2 Variacion en la conservacion de masa

5.0 4
2.5

2 [-] 00

2.5 1

-5.0 1

1e-2 Variacion en la conservacion de cantidad de movimiento

5.0 4
2.5

(qﬁ?yﬁ) [-] o0

-2.5 1

,SD 4
0 20 40 60 80 100
x[m]

Figura B.20: Evaluacién de la conservacion de masa y cantidad de movimiento en la
condicién inicial de la prueba de llenado.

En el estado transitorio, la simulacién del hidrograma propuesto en la figura B.18 con el
modelo desarrollado en el capitulo 4 y con un paso de tiempo At =~ 0.5238 s, para esta
prueba se obtienen los siguientes resultados.
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Q [m?/s]

|1|Jn|hululmlllllu i bl h W
AT I ”—l'

Figura B.21: Variacién del gasto en estado transitorio en la prueba de llenado.

A [m?

80

60

40

20

100 0

Figura B.22: Variacién del area hidraulica en estado transitorio en la prueba de llenado.
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100 0

Figura B.23: Variacién de la velocidad en estado transitorio en la prueba de llenado.

o R NW

154

100 0

Figura B.24: Variacién del tirante en estado transitorio en la prueba de llenado.
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C. Pruebas comparativas con el modelo Iber

Para verificar los resultados obtenidos con el modelo, se realizaron algunas de las pruebas
contenidas en el capitulo 5 con el modelo Iber, el cual es un software de simulaciéon utilizado
en ingenierfa y resuelve las ESV en dos dimensiones, ademas de incorporar un moédulo de
turbulencia y uno para el transporte de sedimentos. En particular, Iber aplica el MVF
con esquemas avanzados para la discretizaciéon del término convectivo, como el esquema
descentrado de Roe y una extension de orden 2 con un limitador de pendiente Minmod, que
evita las oscilaciones en regiones con maximos o minimos locales Bladé et al. (2014).

Entre las ventajas de Iber, se destaca su capacidad para simular escenarios complejos, su
disponibilidad como software de libre uso y el respaldo de una sélida comunidad con una
amplia documentacién disponible. El software cuenta con una interfaz grafica que facilita
la definicion practica de la geometria. En el caso de las pruebas comparativas realizadas,
se trazaron las lineas principales del canal a partir de los vértices que definen cada tramo.
Ademas, se utilizé6 una malla estructurada con un intervalo espacial de 1 m. La condicion
de frontera aguas abajo se establecié como el tirante normal correspondiente a cada prueba.
Para obtener la condicién inicial, se simul6 el flujo uniforme durante 2,500 s y una vez
transcurrido este tiempo se transité el hidrograma mostrado en la figura 5.1.

t=0s MVF 1D t=10s — MVFID
IBER —-- BER
3.70 1 370
£ El
> 365 > 3,65
3.60 1 . 3.60 A T T T T
t=20s MVF 1D t=30s — MVFID
___ IBER —-- IBER
3.70 1 3.70
E E
> 365 > 3.65 1
3.60 1 ; T 3.60 A T T T T
t=40s MVF 1D t=50s — MVFID
IBER —-- IBER
3.701 3.70
E E
> 3,65 1 > 365 1
3.60 : ; 3.60 4 : : : :
t=60s MVF 1D t=70s — MVFID
IBER —-- BER
3.70 3.70
E El
> 365 >
3.60 1 ; : 3.60 4 T T T T
0 100 200 500 0 100 200 300 400 5
x [m] x[m]

Figura C.25: Comparativa de la evolucion transitoria de la prueba 1.
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Figura C.26: Comparativa de la evolucion transitoria de la prueba 3.
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Figura C.27: Comparativa de la evolucion transitoria de la prueba 4.
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Figura C.28: Comparativa de la evolucion transitoria de la prueba 5.
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