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Método semi-analitico para la solucién
de las ecuaciones de Saint—Venant

Nahun Hamed Garcia Villanueva

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua, CNA

La simulacidén del flujo transitorio que se presenta en canales de seccidn rectangular, se
puede realizar por medio de la solucion de las ecuaciones de Saint-Venant. En este
trabajo se propone un método semi-analftico para llevar a cabo este tipo de simulacion;
parte de la transformacién del sistema de ecuaciones diferenciales parciales a un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales pueden integrarse analfticamente al
considerar la celeridad constante entre y durante incrementos espaciales y temporales
pequefios. De lo anterior, resulta un sistema de ecuaciones cuya solucién, para puntos
comunes, se puede realizar con auxilio de funciones de correlacién. En este articulo se
ha incluido la forma de representar diversas condiciones de frontera al aplicar el método
propuesto. Como parte final de este trabajo se exponen algunos resultados obtenidos de la
simulacién numérica de ciertos casos particulares, con lo cual se ilustra la versatilidad del

método.

Teoria

En los Ultimos ahos, con el advenimiento de
mejores computadoras, los investigadores en
hidraulica han logrado un gran avance en la
comprensién y simulacion del flujo transitorio en
canales, a tal grado que ya existe un amplio
acervo bibliogréfico que abarca diferentes métodos
y técnicas de solucién de las ecuaciones de
Saint-Venant. Siguiendo con esta tendencia de
investigaciéon y tomando en cuenta la importancia
del tema, en este trabajo se propone un método
alternativo para la solucidén de las ecuaciones de
Saint-Venant.

El método parte de la transformacion del
sistema de ecuaciones diferenciales parciales a
un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
las cuales pueden ser integradas analiticamente
cuando se considera la celeridad constante entre
y durante incrementos pequefios tanto espaciales
como temporales; de aqui, el nombre de solucién
semi-analitica de las ecuaciones de Saint-Venant.

Ecuaciones basicas

Las ecuaciones que describen el flujo transitorio
unidimensional a superficie libre, se conocen como
ecuaciones de Saint-Venant y en su forma no
conservativa se expresan de la manera siguiente:

Ecuacion de continuidad

A A du
—a—}'—+u’—9—I~+A5;—q (1)

Ecuacion de cantidad de movimiento

dA ou dh qu
79‘;+u§;+95‘;—9(50‘5f)"2“ @

si se considera canal prismatico de seccion
rectangular, entonces A = bh, por lo que, las
ecuaciones (1) y (2) se escriben en la forma:

oh oh du ¢
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du , du Ok
5 T +g;9——g(5'0—5f) bh 4)

Ecuaciones caracteristicas

Si se multiplica la ecuacidn (3) por g y se asigna
= gh, las ecuaciones (3) y (4) se transforman,
expresandose como:

de de du 99
252 + 2’!1.5-; + 0-5; bc (5)

d
——1f+u(9 +2c~—'—g(So—Sf) qug

8t oz ©

sumando (5) con (6), resulta:

d 7]
E(u+ 2+ (u+ C)—ﬁ—;(u +2¢) = g(S0— Sf)+

bc [1 h ;:—] (7)

y restando {5) de (6), se fiene que:

] a .
E(u—~2c) + (u—c)—a~g—:(u—2c) = g(So—Sf)—

— ] ’ ()

Si por otra parte de la definicién de derivada total,
se cumple

dw _ Jw dzx + ?ﬂ ©)
dt 9z dt = ot

y si se asigna
wt =u+2 (10)

w =u-—2¢c (11)
entonces, al sustituir (9), (10) y (11) en (7) y (8) se

obtiene

d +
—;"t— =g(So—Sf)——gz-(w+——3c) (12)

. dz
valida cuando = = wh —¢

dw™

= 4(So—5f) - %(w + 3¢) (13)

valida cuando %% = (w™ +¢)

Si, adicionaimente, se acepta como correcta a la
expresion de Chezy para evaluar la pendiente de
friccién, se tiene que:

u? w2 1 2
5= gm = %1k 1) (4
62
Sih="-yu=wht-—-2¢

entonces (14) se expresa como

_(wt—2c)2[g 2
SA R A

desarrollando el binomio al cuadrado y factori-
zando, se obtiene

2 44 8¢
+

4q 8c?
¥ [Ef * m} (i)

sustituyendo (15) en (12), el sistema se expresa
como

dw™ 4¢%  8gc?  3gq
bt - M A k.
TR KD T ke
4g2  Bgc gq 2[ g% 29
st + _ 99| .+
K? K%p  be? K2 bi (16)
dZ +
E = — C
y al asignar
2 2 3
ao = gSo — 49 8ge + 99

K? K2 be

49" 8gc®  gq
K2¢ K%

ay =
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ag = — _g.2_.+_.g__g_..
2 KZZ K2

El sistema (16) se puede expresar de la siguiente
manera:

dwt

5 = + a1 wh +ay wt? (17)
dz

htnd

i A

Por otro lado, si se considera ahora

c2
= yu=w +2
g

la ecuacidén (14) se puede expresar en la forma

~2| g 2 _| 4g 8¢
Sp=w [k‘z‘z*}a—b] tw [E‘z‘:*ﬁ]*
49 8¢ :
— 8
+[K2+K2b] (18)

sustituyendo (18) en (13), se obtiene

dw™ 4¢2  8gc? 3gq
= g80— e —
dt K? K2 b
_[49*  8gc  gq] _2[ g 2g
- —_ + |- ——1 (19
v [ch Kb be? 77z g (19
dx w4+
g{—w [
y asignando
_ 492 8gcl 3gq
bo=950"FT TR " be
bo— _ |48, Bec g
1= K% ' K2 = bc?
- 2
I P -
by = "2zt bi}

El sistema (19) se puede expresar, finalmente, en ia
forma

dw-
-:-{—=b0 + by w by wl (20)
E—w” +

dt ¢

En resumen, el par original de ecuaciones
diferenciales parciales, se ha transformado al
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias: '

Caracteristica positiva (c™)

dwt
%=a0+a1 wh +ag wt? (21)

valida cuando se satisface

d
ﬁ:w"——c (22)

Caracteristica negativa (c™)

W e+ by w4 by wl (3)
dt
valida cuando satisface
dz -
il +c (24)

véase ilustracion 1

1. Lineas caracteristicas

Punto de solucién comun

e

= vilidas (23) y (24)

validas
(21) y (22) —»

c

Integracion de las ecuaciones caracteristicas

Aceptando, por simplificacion, que ¢ permanece
practicamente constante durante incrementos de
tiempo pequenos, entonces las ecuaciones (21) y
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(23) son integrables analiticamente, tal y como se
muestra a continuacion:

multiplicando y dividiendo por -1 los miembros
derechos de las ecuaciones (21) y (23), se obtiene:

dw™
dt = — Capt? T (@5)
w ajw ao)

dt = — 2dw (26)
(—bg‘w_ —bhw — bo)

si se define

2
A=4 ao a3 —af

B =4 bo by —b?

Se tiene que las integrales indefinidas, de las
ecuaciones (25) y (26), resultan ser:

—1 I [—2{12 wt —ay — /-4
n
V-4 ~2a3 wt—aj++/—4A

siendo A<O

— ln[~252 w= —by —+/=B
v—B —2by w— —by ++/-B

siendo B <0

t= ]+K{r,

| i,

donde K‘l" y K{ son constantes de integracion.

A fin de expresar en forma mas compacta estas
ecuaciones, se denota,

Rf =-a;—-v-4, Rot =—a; +V-4

RI=~b1—m, Ry™ = —b; ++v—B

por lo tanto, se obtiene

-1 F—2a2 wt + R1+} +
t= l + K 27
vV—A " | —2a9 wt + R2+ ! ( )

-1 -—-2b2 w + Rln} -
t = l + K 28
v/—B n_—sz w™ + Ry~ ! ( )

de estas ecuaciones es factible despejar w y w™,
obteniéndose

Rf — RjeV=AK 1)
20 [1 _ emwr—ﬂ]

wt

(29)

_ Ry —RyeVBlEI-1)
w = ' (30)
2b, [1 - e\/:F(KI—f]

este par de ecuaciones permite, una vez conocidos
K{ y Ky, determinar w* y w™ para todo .

Adicionalmente, si se sustituye (29) en (22) y (30)
en (24), se tiene que

dz Rl+ - R;‘ eV"A(Kf_t)
dt 20.2 [1 —eV—A(Ki‘--t)}

—c B1)

dz _ Ry — Ry ¢V/~B(K 1)
dt g, [1 _ GM(K;—t)}

+e¢ (32)

Estas ecuaciones se pueden manipular algebraica-
mente de tal manera que se pueden presentar en la
forma:

dx Ri*' VAt

2ag [e\/:z t—em K;r}

R;’ V4 Ky
- - — ¢ (33)
2as l:eV‘A t_ VA Ki}

dz Ry ev=B !
ot |ovE ¢ VPR

Rz—eV_B Ky
2b2[e\'/:—§ t_eV—B Kl“}

+c (34)
si se considera ¢ constante, estas ecuaciones son

integrahles analiticamente, obteniéndose:

v B -B) T mx e E K}
X > ﬁlne e +
ag\/—
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Tt
By t_ ct + K;' (35)

a2

_ _ (B —Rj) [J:Et __\f:FKl_}
X——sz‘/___ﬁlne e +

Ryt _
~ct+ K 36
+ 25, c 2 (36)

si por condicion inicial para t = 0, Xt y X~ son
iguales a Xty X; en el rango O(X(L, entonces al
sustituir en ?35) y (36) se tiene que:

(Rf - R /% K+
K;=X;'~——2£1:2—\/—__;21—ln1—e A 1 (37)

— oy B - By) [ VB K
Ky = X6- 5t Loin [ ](38)

sustituyendo (37) y (38 en (35 y (36)
respectivamente, se obtiene

N L 1 VAt _ /A K}
X7 = Xo ~a—zln[ T =z KT ]+
R+

% 1[ e\/jt_e\/TK
X" =Xo- — +
X 0 bzn[ /B K
Ry
42t +et (40)

2bs

por lo tanto, este par de ecuaciones permite, una
vez conocidos KJr y Ky, determinar Xt y X~ para
todo t.

Para evaluar y K se recurre a las
ecuaciones (27) y (128 en las cuales parat = 0,
se tiene que w'-t —w:‘:(O, X§) 0 sea que dependen
del perfil de flujo inicial, por lo tanto,

- + (0, XoT) + RY
Ki,r__ 1 ln[ 2a9 w™ (0,Xo ) i:l (41)
V-4 [-2a9 wt (0,X0%)+ R]
—2b - (0,X5) + Ry
K = — ln[ 2 v (0. %) 1_} (42)
V=B |—2b; w— (0,X;)+R;
34

Lo anterior indica que, una vez conocido el
perfil del fiujo inicial, es factible determinar K;L y
Ky para posteriormente, dado un incremento de
tiempo pequefio, calcular wt, w=, Xt y X~ con
auxilio de las ecuaciones (29), (30), (39) y (40),
respectivamente. Esto permite una integracion a
lo largo de las caracteristicas positivas (c+) y
negativas (¢™) independientemente, para el mismo
intervalo de tiempo.

Sin embargo, lo que interesa en la practica
es encontrar la solucién simultdnea de todo el
sistema de ecuaciones, o sea, los valores de wt
y w~ correspondientes a puntos comunes (X, f).
Para lograr esto se propone seguir la siguiente
secuencia de calculo:

a) Sea conocido el perfil de flujo para el tiempo t
= 0, en un canal de longitud L. Esto implica

conocer w (0, XT) para toda X.

b) Se propone t = At, y se adopta cualquier
valor de X comprendido en el intervalo O(X{(L,

entonces al asignar XJ = X; = X es factible

calcular wt, w—, XT y X~ con auxilio de las
ecuaciones (29), (30), (39) y (40).

c) Si se toman n valores de X en el inciso
b, se obtendra una cantidad igual de
valores calculados de wt, w~, Xt y X,
correspondientes al tiempo t = At, tal y como
se indica en la ilustracion 2.

d) Como puede observarse en la ilustracion 2, en
general, los valores de X~ y X* no son iguales
y, por lo tanto, los valores de wt y w™ fampoco
son solucion para un mismo punto comun.

Con objeto de conocer los valores de wt vy
w~ correspondientes a puntos (X, t) comunes,
se propone recurrir a técnicas de correlacion, de
tal manera que se cuente con dos relaciones
del tlpo (43) y (44), donde al sustttunr Xt =
X~ X se obtendran los valores de wt y w~
correspondlentes a un punto comdn (X, t}, con
lo cual se pueden obtener los valores de w y ¢
correspondientes al mismo.

wt = fi(z7), parat = At (43)

w™ = fo(z7), parat = At (44)
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2. Calculo numérico en puntos centraies

e) Es obvio que si en el paso (d) se sustituyen n
valores de X se podra definir el nuevo perfil del
flujo correspondiente al tiempo t = At.

f) Una vez conocido el nuevo perfil correspon-
diente at = A t, si se desea conocer &l perfil que
presentara un incremento de tiempo después,
entonces el nuevo perfil calculado se toma como
perfil inicial correspondiente at = 0y se repiten
los pasos (b) a (e).

Para definir las funciones y fi(x%) y fo(x~) del
paso (d) se recomienda utilizar trazadores del
tipo clbico o lineal, tal como se muestra en
el siguiente apartado, donde adicionalmente se
analizan algunas condiciones de frontera.

Condiciones de frontera

Si bien en el desarrollo de todo modelo numérico
para la simulacién de’ algin fendmeno fisico es
muy importante la forma en que se representan
y aproximan las ecuaciones fundamentales, no
menos importante es la adecuada simulacién de

las condiciones iniciales y de frontera. Atendiendo

a este aspecto, en este apartado se presenta la
manera en que se deben considerar y simular
diversas condiciones de frontera comunes en
algunos problemas scbre transitorios hidraulicos
en canales. Antes de iniciar el estudio de las
condiciones de frontera, es recomendable recordar
las siguientes relaciones, vistas en la primera parte
de este trabajo:

wl = u; + 2¢; - (45)

1

wo oW wo oW w,
xT x! X, X, x;
» x
Xa X4 Xn
w; = u; — 2¢; (46)
w?‘ + wi_ (a7)
U' = o
! 2
W~y (48)
Cog == —— —
' 4

hy ] v (49)

y adicionalmente adoptar las
correlacion siguientes:

il
| pe— |
Hla
TN
&
-
|
—”’

funciones de

+
Wy

+ 4t +1 .yt +
af +b] [X—Xi} D XF<X<XE, (50

w] =a;+b;[X—X{] » XS X<X., (5Y)

. + —_
que expresan la evaluacion de w;” y w; en la

posicion comun X donde, para i = 0, 1, ..., n-
1
o} = w] evaluada en X;

a;” = w; evaluada en X,.‘ '
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wi,, - wy

+ i+ 1 + + +

bl = ———-——X+ X+ evaluando wi ; en X‘.Hy w’ en
i+1 {

+

X;

b o= M evaluando w_,, en X w, en

Bl i+l i+1Y ¥
i+1 {

¥-

Tirante critico aguas arriba

Esta condicidn se podria presentar, por ejemplo, en
el inicio de una rapida o canal de alta velocidad
y puede ocurrir a gasto constante o variable a
través del tiempo; siendo este caso uno de los mas
generales, su simulacion se estudia a continuacion:

Sea Qp = Q) el gasto conocido que se
presenta en una seccidn critica ubicada aguas
arriba de un canal, entonces se debe cumplir la
relacion

2
3 _ 9o
hy = s (52)
sustituyendo (49) en (52) considerando 1 = 0, se

obtiene

_ 1/2 Q2 1/3
Vil -] - .
despejando wt de (53)

4/3
_ ., 4Q
uf = wy + s (54)

Adicionalmente, de las ecuaciones (45) y (46), es
facil demostrar que para seccion critica siendo n =
§ se cumple la relacion

wy = - (55)

De tal manera que al sustituir (55) en (56) y

despejar w+, sellega a

4/3

3Q
+ 0

Yo T BJ3 4473 (56)

Por lo tanto, en conclusién, para simular esta
condicién de frontera basta calcular, para cada

intervalo de tiempo considerado, wg con la
relacion (56) y posteriormente w, con la (55). Es
importante tener en cuenta que conociendo w*

y w™ en un punto comun, es factible determinar
las caracteristicas hidraulicas de la seccién que
representan por medio de las ecuaciones (49),
(50) y (51). Es obvio que este caso se presenta
tnicamente para flujo supercritico.

Tirante critico aguas abajo

Esta situacién es muy comun en canales de
pendiente suave (flujo subcritico) que descargan
a una rapida o caida libre. En esta frontera se debe
cumplir con la condicion de seccién de control
critica, para la cual se cumple la relacién (55). Si
por otra parte con el algoritmo general de célculo
es factible conocer para el tiempo de interés el
valor de Wi en el extremo final del canal con la
expresion

wh =of +07 (L-X1), XF<L<X}, (7

Donde L es la longitud total del surco. Es
importante hacer notar que en estos casos / = n-7
siendo n el nimero total de secciones en que se
ha dividido el canal (n es igual numéricamente al
numero de sectores (4X) en que se tiene dividido
el canal +1)

En conclusién, para simular esta condicion de
frontera se calcula w; con la relacién (57) y

posteriormente w;,; con la expresion (55), o sea

Variacion del gasto de aportacién en un canal
trabajando a flujo subcritico

Esta condicion se presenta comunmente en
canales en que se debe transitar un hidrograma,
lo cual sucede en la practica continuamente en rios
y canales de riego. En esta frontera se conoce
la relacion gasto (Qq)-tiempo, y adicionalmente se
debera satisfacer la ecuacién de continuidad

Qo =b ko o (s9)
Recordando que

o= Vi

Se tendra hg = c3/g (59)

Por lo tanto, al sustituir (59) en (58), se obtiene

b
Qo = ;c% ug (60)

36 Ingenierfa Hidraulica en México/enero-abril de 1989



Método semi—analitico para la solucidn de las ecuaciones de Saint-Venant

si adicionalmente de (47)-y (48), se cumple

wo = (wg +wy)/2 : (61)

co = (wg — wy)/4 (62)

Al sustituir (1) y (62) en (60), se obtiene

@ = g |ui +'”°H’”°+“‘”5r (69)

Operando algebraicamente, la expresion (63) se
puede expresar en la forma

- —z _3829Q0  _3
wg'?’—wgz wy — wg w02= T ) (64)

Ecuacién en la cual wy es la incognita, ya que
los demas términos son conocidos. Se dice que
w, es conocida, ya que se puede evaluar con ia
expresion

i <Xi, (69

w0_=a._+b'._[O—X'-_} ; X L0 X
En conclusion, se puede indicar que el célculo en
esta frontera se lleva a cabo determinando w, con
auxilio de la relacion (65) y posteriormente wg al
solucionar numéricamente la ecuacion (64), para lo

cual se recomienda utilizar el método de la secante
o el de Newton—-Rapshon.

Variacion del tirante aguas arriba en flujo subcritico

Este caso puede suceder en un canal que esté ali-
mentado por un almacenamiento (laguna, mar,
presa, etc.), en el cual se presenta oleaje.

Sea hy = h(t) el tirante conocido, que se
presenta en la seccién inicial del canal, por lo tanto
de acuerdo con la ecuacién (49) se debe cumplir

' 1/2
hy = \/g[wg' —wo_]

despejando wy, se obtiene

4h2

adicionalmente, de la misma manera que para el
caso de variacion del gasto de aportacién en un
canal trabajando a flujo subcritco, se tiene que

wy =agy +by(0-X5) A (67)

por lo tanto, la simulacion se lleva a cabo

calculando Wy con (67) y posteriormente W{ con
(68).

Variacion del tirante aguas abajo

Esta condicion se podria presentar cuando el canal
descarga a un aimacenamiento en el cual existe
oleaje.

Sea h, = h(t), el tirante, conocido, que se
presenta en la seccién final .del canal, por lo tanto,
de acuerdo con la ecuacion (49), se debe cumplir

1/2
hn = %[w,f - w;]

despejando w,,

‘ 4hn?
w;=w:-— gn

(68)

Adicionalmente, para el tiempo de interés, se
conoce w; por medio de la relacién de correlacion
(50) considerando | = n-1, o0 sea que:

el sren,

En conclusioén, la simulacion se realiza calculando
w; con la (69) y posteriormente w;; con la (68).

Avance hipotético del frente de onda con una cierta
velocidad prefijada

Este tipo de frontera puede ser empleado para
la simulacion hipotética del frente de avance del
flujo originado por el rompimiento de un bordo
0 para simular la fase de avance durante el
riego en melgas o surcos. En estos casos es
comdn considerar que la onda avanza durante un
incremento de tiempo con una velocidad igual a ia
que tenfa el flujo al inicio de dicho intervalo.

Sea V,, la velocidad del! frente de onda al inicio
de un cierto intervalo de tiempo. Se determina
la nueva posmon del frente de onda X, con la

siguiente expresion
Xy = X(n) + VoAt (70)
Es importante notar que en este caso la longitud de

la region de flujo se incrementa una distancia igual
a V, 4t por lo tanto en cada intervalo de tiempo el
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ntimero de secciones también se incrementara en
una seccién; en consecuencia se debera hacer

n=n+1
n=Xf

una vez habiendo hecho esto, se calcula

af 5 +bf Z{Xn Xt 2] (71)

wy, =a,_o+b,_ [Xn — 2] (72)

En conclusién, para la simulacién en cada intervalo
de tiempo, se calcula Xy con la (70), se asignan =
n+1, Xn = Xy y posteriormente se determinan wly
w;, con auxilio de las ecuaciones (71) y (72).

Es importante notar que esta simulacion es
correcta cuando el flujo es supercritico, ya que
en este caso la pendiente, tanto de la curva
caracteristica positiva como la de la negativa, es
positiva. Ademas, se debe cuidar que el intervalo
de tiempo empleado cumpla con la siguiente
condicion

Xn— Xn—1
Vo +¢n - - Vo

Donde n es la correspondiente al inicio del
intervalo, o sea, la correspondiente a la regién de
flujo antes del incremento espacial. Este aspecto
es muy importante, ya que respetando estas
condiciones se satisface la condicion de Courant
y Se evitan problemas por extrapolacién numerica.

Retroceso hipotético del frente de onda

Este caso puede ser utilizado para la simulacion
del frente de retroceso hacia aguas arriba originado
por el rompimiento de bordo. Se considera que
inicialmente todas las secciones aguas arriba del
bordo tienen el mismo nivel y que al producirse
una ruptura instantanea se forma también al
momento’ una seccién critica en la posicion de
ubicacion del bordo, por lo tanto, las condiciones
iniciales del problema estaran dadas, parat = 0,
considerando que todas las secciones aguas arriba
de la posmon del bordo tienen el mismo nivel a
excepmon de su propia seccidn donde se tiene una
seccion critica.

Otra consideracion para la simulacién es que
el gasto en la seccién del bordo permanece
constante y se mantiene una seccion critica
fja (como en el tirante critico aguas abajo), o
una suposicion mas adecuada es la de avance

hipotético del frente de onda (como en el avance
hipotético del frente de onda con una cierta
velocidad prefijada).

Con respecto a la onda de retroceso, basta
realizar la simulacion de puntos intermedios
manteniendo tirante constante (variacion del tirante
aguas arriba en un canal a flujo subcritico), aguas
arriba, con lo cual el modelo simularad la forma
en gque se produce el avance de la onda hasta
alcanzar la seccion inicial. Es obvio que el niimero
de secciones ubicadas aguas arriba de la seccion
del bordo dependera de la distancia o longitud del
embalse que se considere. Vale la pena indicar
que este caso es muy interesante y corresponde
hipotéticamente al fenémeno de rompimiento de
presa en su simulacion total, cuando se considera
avance hipotético del frente de onda (como en el
caso del avance hipotético del frente de onda con
una cierta velocidad prefijada).

Compuerta aguas abajo de un canal de pendiente
suave ‘

Esta situacion se presenta cominmente en ‘la
operacién hidraulica del sistema de canales en
los distritos de riego. Cabe resaitar que este tipo
de condicion de frontera tiene una importancia
practica muy importante, ya que de la adecuada
operacién de las compuertas depende, en muchos
de los casos, el buen funcionamiento del sistema
de canales. Para el andlisis se considerard que
la apertura de la compuerta (a) siempre es
menor al valor del tirante critico, con lo que se
tendré flujo subcritico inmediatamente aguas arriba
de la compuerta y flujo supercritico hacia aguas
abajo.

En estos casos se puede aceptar como valida la
ecuacion de descarga de un orificio, o sea:

Qn =cd Ag V2ghn ‘ (73)

siendo
cd El coeficiente de descarga y
Ao El area de apertura de la compuerta

Si se considera canal rectangular y de acuerdo
con la ecuacion de continuidad la expresion (73),
se puede expresar también de la siguiente manera:

ed AgV2
Un\/ ghn = —:""—q‘
cd AgV2
Untn = ——2—3 (74)

y recurriendo a las relaciones (47) y (48), la
ecuacion (74) se expresa como
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wh +w; | [wt —w, _cd Ao V2 ¢
2 4 b

" b

Despejando w,

8cd A 2
wy =i\[uf{2—————-——c 0 V2 g (75)

b

Siendo que el flujo es subcritico, se toma el signo
negativo que es el que tiene significado fisico.

Adicionalmente w;} puede ser valuado con la
expresion

wi:aj+b;"{L—X,.+] , X <L<Xi, (78

En conclusién, para la simulacién se calcula w;}
con la relacién (76) y w,; con la (75).

Es importante hacer notar que cd es una funcion
de la apertura de la compuerta, y que esta misma
apertura puede variar a través del tiempo, por lo
que se puede indicar que el segundo termino del
radical de la ecuacién (75) es una funcién del
tiempo y dependera de la operacién que se realice
con la compuena.

Ejemplos

A fin de mostrar la bondad del método propuesto,
se exponen los resultados de dos problemas
sobre avance de flujo en canales y otro sobre el
transitorio producido por el incremento de gasto
al inicio de un canal de pendiente suave que
descarga libremente a la atmosfera.

Avance hipotético de la seccibn critica

En este caso se considera que por condicién inicial
se tienen un canal rectangular de ancho b = 1,
una regidn de flujo formada por un perfil' M2 con
una longitud de 1000 m, medidos desde el inicio
del canal; a partir de esta condicién, se inicia el
desplazamiento de la region de flujo hacia aguas
abajo con una velocidad del frente de onda igual a
vn + Cpn, manteniendo en dicho frente una seccién
critica, hasta alcanzar una distancia de 2000 m,
donde se tiene una caida, produciéndose al llegar
a esta seccion un remanso hacia aguas arriba que
generara una nueva condicion estacionaria.

3. Avance hipotético de la seccién critica
1.4

@ Propuesto t=0
A Propuesto t= 100s
R Propuesto t= 1400s

© Malla adaptiva t= 0s, Xf = 1000m
& Malla adaptiva t= 100s, X{= 1400m
O Maila adaptiva t = 1400s, Xf= 2000m

Tirante, m

Distancia adimensional

4. Rompimiento de bordo
6

A Solucién de Ritter, t=20s 4 Propuesto, t=20s
D Solucion de Ritter, t=230.28s @ Propuesto, t=30.28s
O Solucién de Ritter, t=42.185@® Propuesto, t=42.18s

Tirante, m

3+

0 T ; 0
0 100 200 300 400 500 600 700

Distancia, m

En la ilustracién 3 se muestran los resultados
obtenidos de la simulacidn y su comparacion
numérica con respecto a los obtenidos con el
modelo de malla adaptiva propuesto por Martinez
v Aldama (1988).

Los datos complementarios utilizados en este
problema son;

K =64
So = 0.001
Q =1.25mds

Este problema fue originalmente planteado por
Martinez y Aldama para probar el modelo de malla
adaptiva.
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Rornpirniento de bordo

Se presenta un caso hipotético de rompimiento de
bordo en un canal horizontal, rectangular y sin
friccién, para el cual existe solucion analitica. En
esta simulacién se considera por condicién inicial
los siguientes datos: .

Datos al inicio del canal parat > 0
hg = 4.444 m
Qo = 58.687 m3/s

El ancho del canal es de 2m y se conoce el perfil
del flujo, basado en la solucién analitica de Ritter,
para los primeros 20. La simulacion se lleva a cabo
hasta un tiempo de 120 segundos. En la ilustracion
4, se muestra una comparacion de resultados entre
el método propuesto y la solucién analitica para
dos tiempos diferentes.

Variacidn de gasto

Se desea simular el flujo transitorio que se presenta
en un canal rectangular de 1000 m de longitud, gque
descarga libremente a la atmésfera y el cual posee
un coeficiente de rugosidad de Chezy igual a 64
y una pendiente de plantilla igual a 0.001. El flujo
transitorio es generado por un incremento de gasto
al inicio del canal de acuerdo con la siguiente ley
de variacion

Q= 125mdfs, t<0
Q= 1.25+ 0.002t m3/s, 0 <t < 500
Q = 225md/s, t> 500

Dadas estas condiciones de Ley de gastos, se
tiene como condicién inicial un perfil M2 con los
siguientes datos.

Seccién Distancia (m) h(m) u(m/s)
1 0 1.106 1.13
2 100 1.101 1.135
3 200 1.095 1.141
4 300 1.087 1.15
5 400 1.077 1.161
6 500 1.063 1.176
7 600 1.043 1.198
8 700 1.016 1.230
9 800 0.976 1.281
10 900 0.910 1.376

11 1000 0.540 2.306

Los resultados de la simulacion se pueden
apreciar en la ilustracion 5. Observese que los

resultados del método propuesto comparados con
los obtenidos con el modelo en diferencias finitas
para malla adaptiva (Martinez y Aldama, 1988), son
practicamente iguales, lo cual es representativo de
la bondad del algoritmo de calculo que se propone.

5. Simulacién numeérica
2.5

& Maila adaptiva, t=0s
O Malla adaptiva, t=500s
O Malla adaptiva, t= 10005

a Propuesto, t=0s
B Propuesto, t=526s

225 @ Propuesto, t=1053s

1.750—g

Tirante, m
(3.

75

5 T T : r T T T T T -
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Distancia, m

Conclusiones

Se ha presentado un algoritmo completamente
original y de facil programaciéon; una de sus
principales ventajas es, sin lugar a dudas,
su facilidad para modificar sus condiciones de
frontera, lo cual lo hace muy versatil. Tal vez una
de las principales desventajas del método es la
necesidad inherente de respetar en cada intervalo
de célculo el nimero de Courant, lo que conduce a
utilizar incrementos de tiempo pequefios y genera
tiempos de magquina relativamente mayores a los
requeridos al aplicar técnicas en diferencias finitas
para la simulacién de un mismo problema. No
obstante, la calidad de los resultados justifica su
aplicacién,

Nomenclatura

area hidraulica, m2
velocidad media, m/s
celeridad, m/s
tirante, m

gasto, m3/s

tiempo, s

ancho del canal, m
coeficiente de Chezy

oD oa e >
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So pendiente de plantilla del canal
Sy pendiente de friccion
g aceleracion de la gravedad, m/s?
X coordenada longitudinal, m
V. velocidad del frente de onda, m/s
¢ gasto de infiltracién, m3/s/m
R radio hidraulico, m
P perimetro mojado, m
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